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Ðåñßëçøç

Ç óçìåñéíÞ åðï÷Þ ÷áñáêôçñßæåôáé áðü ôçí åéóâïëÞ ôùí çëåêôñïíéêþí õðïëïãéóôþí
êáé ôùí åíóùìáôùìÝíùí óõóôçìÜôùí óå êÜèå ðôõ÷Þ ôçò æùÞò ìáò. Ïé çëåêôñïíéêÝò
óõóêåõÝò, óõíå÷þò, óõññéêíþíïíôáé, ãßíïíôáé ôá÷ýôåñåò åíþ áðáéôïýí üëï êáé ìéêñü-
ôåñá ðïóÜ åíÝñãåéáò ãéá ôç ëåéôïõñãßá ôïõò. Ç êáôÜóôáóç áõôÞ ïäçãåß, ìïéñáßá, êáé
óôç ìåßùóç ôïõ ìåãÝèïõò ôùí ïëïêëçñùìÝíùí êõêëùìÜôùí ôùí âáóéêþí, äçëáäÞ,
äïìéêþí óôïé÷åßùí ôùí óýã÷ñïíùí çëåêôñïíéêþí óõóêåõþí.

H ðáñïýóá äéäáêôïñéêÞ äéáôñéâÞ áó÷ïëåßôáé ìå ôçí åëá÷éóôïðïßçóç ëïãéêþí åê-
öñÜóåùí "áðïêëåéóôéêïý Þ" (XOR) ãéá ôõ÷áßá ëïãéêÞ óõíÜñôçóç, êáé ðéï óõãêåêñé-
ìÝíá ìå ôç ìåßùóç ôùí üñùí áðü ôïõò ïðïßïõò áõôÞ áðïôåëåßôáé. ¸íá ïëïêëçñùìÝíï
êýêëùìá áðïôåëåß ôçí ðñáêôéêÞ õëïðïßçóç ìéáò ôÝôïéáò ëïãéêÞò Ýêöñáóçò. ÊáôÜ
óõíÝðåéá ç äéáôñéâÞ áõôÞ ðñïóðáèåß íá ðñïóöÝñåé óôï ðñüâëçìá ôçò âåëôéóôïðïßçóçò
ôùí ëïãéêþí êõêëùìÜôùí. Ç ðéï ãíùóôÞ ôÝôïéá êáôçãïñßá åêöñÜóåùí åßíáé ïé
ëåãüìåíåò åêöñÜóåéò ESOP (Exclusive or Sum Of Products), üðïõ ìéá ëïãéêÞ óõ-
íÜñôçóç åêöñÜæåôáé ùò Üèñïéóìá XOR áðü ëïãéêÜ ãéíüìåíá. Ï êýñéïò óôü÷ïò ôçò
äéáôñéâÞò åßíáé ç åëá÷éóôïðïßçóç åêöñÜóåùí ESCT (Exclusive or Sum of Complex
Terms), ïé ïðïßåò ìðïñïýí íá èåùñçèïýí ùò åðÝêôáóç ôùí ESOP, áöïý ðëÝïí ïé üñïé
ïíïìÜæïíôáé óýíèåôïé (complex terms) êáé äåí ðåñéëáìâÜíïõí ìüíï ôç ëïãéêÞ ðñÜîç
ÊÁÉ áíÜìåóá óôéò ìåôáâëçôÝò áëëÜ åí ãÝíåé ïðïéáäÞðïôå ëïãéêÞ ðñÜîç (óõíÜñôçóç
äýï åéóüäùí ìéáò åîüäïõ). Ç óçìáóßá ôùí ðáñáðÜíù åêöñÜóåùí ôïíßæåôáé êáé áðü
ôï ãåãïíüò üôé ìðïñïýí, ìå ôåôñéììÝíï ôñüðï, íá áðåéêïíéóèïýí óå áíôéóôñÝøéìåò
áñ÷éôåêôïíéêÝò. ¸íá áíôéóôñÝøéìï ëïãéêü êýêëùìá Ý÷åé ìéêñüôåñåò áðþëåéåò åíÝ-
ñãåéáò óå ó÷Ýóç ìå Ýíá ôõðéêü ëïãéêü êýêëùìá êáé ãéá ôï ëüãï áõôü ç óýíèåóç
áíôéóôñÝøéìùí êõêëùìÜôùí èåùñåßôáé ôï ìÝëëïí óôç ëïãéêÞ ó÷åäßáóç. ¸íá áêüìá
óçìáíôéêü ôïõò ðëåïíÝêôçìá åßíáé üôé ìðïñïýí íá ÷ñçóéìïðïéçèïýí êáé ãéá ôç óýíèåóç
êâáíôéêþí êõêëùìÜôùí.

Ç äéáôñéâÞ áó÷ïëåßôáé, êáôáñ÷Þí, ìå ôï èåùñçôéêü õðüâáèñï ôçò åëá÷éóôïðïßçóçò
ôÝôïéùí åêöñÜóåùí. Áðïäåéêíýïíôáé èåùñÞìáôá ôá ïðïßá õðïäåéêíýïõí ìéá ìåèïäï-
ëïãßá ãéá ôçí åýñåóç åëÜ÷éóôçò ESOP Þ ESCT Ýêöñáóçò ãéá ïðïéáäÞðïôå ðëÞñùò
ïñéóìÝíç ëïãéêÞ óõíÜñôçóç ìïíáäéêÞò åîüäïõ áëëÜ ìå ðåñéïñéóìü ùò ðñïò ôïí áñéèìü
ôùí üñùí óå ìéá åëÜ÷éóôç ÝêöñáóÞ ôçò Þ ìå ðåñéïñéóìü ùò ðñïò ôïí áñéèìü ôùí
ìåôáâëçôþí åéóüäïõ ôçò. Ãßíåôáé åðéðëÝïí ìåëÝôç ðùò ôá ðáñáðÜíù óõìðåñÜóìáôá
ìðïñïýí íá ÷ñçóéìïðïéçèïýí ãéá åõñéóôéêÞ åëá÷éóôïðïßçóç óõíáñôÞóåùí ðïõ äåí
åìðßðôïõí óôïõò ðáñáðÜíù ðåñéïñéóìïýò. Óôç óõíÝ÷åéá ôá ðáñáðÜíù ðïñßóìáôá
åðåêôåßíïíôáé, åõñéóôéêÜ, ãéá áôåëþò ïñéóìÝíåò ëïãéêÝò óõíáñôÞóåéò ðïëëþí åîüäùí.

Ç ðáñáðÜíù èåùñçôéêÞ ìåëÝôç ôïõ ðñïâëÞìáôïò åëá÷éóôïðïßçóçò åêöñÜóåùí
áðïêëåéóôéêïý Þ ÷ñçóéìïðïéåßôáé ãéá ôçí õëïðïßçóç ðñáêôéêþí áëãïñßèìùí ïé ïðïßïé,
üðùò öáßíåôáé êáé áðü ôá ðåéñáìáôéêÜ áðïôåëÝóìáôá, äßíïõí êáëýôåñá áðïôåëÝóìáôá
áðü ôïõò áíôßóôïé÷ïõò ôçò äéåèíïýò âéâëéïãñáößáò.

ÔÝëïò êÜðïéá áðü ôá ðáñáðÜíù èåùñçôéêÜ ðïñßóìáôá åðåêôåßíïíôáé óôï ÷þñï
ôùí êâáíôéêþí õðïëïãéóìþí. Ðñïôåßíïíôáé êâáíôéêïß áëãüñéèìïé ðïõ ìðïñïýí íá
÷ñçóéìïðïéçèïýí ãéá ôçí áêñéâÞ åëá÷éóôïðïßçóç åêöñÜóåùí "áðïêëåéóôéêïý Þ" êáé
êáôáäåéêíýïõí ôç óáöÞ õðåñï÷Þ ôùí êâáíôéêþí õðïëïãéóôþí Ýíáíôé ôùí êëáóéêþí
ôïõò áíáëüãùí.





Abstract

Our times are characterized by the invasion of computers and the embedded
systems in our life. Electronic devices are shrinking, they become faster and require
smaller amounts of power for their operation. This situation leads to the reduction
of the size of integrated circuits which form the basic parts for building electric
devices.

This thesis deals with minimizing logic expressions using the eXclusive OR logi-
cal operation (XOR). More speci�cally it deals with minimizing the number of terms
inside these expressions. A logic circuit is a practical implementation of such an ex-
pression. This way, this thesis tries to contribute to the problem of improving logic
circuits.

The most famous of those expressions is the so called ESOP expression (Exclusive
or Sum Of Products), where a logic function is expressed as an Exclusive OR sum
of logic products. The main contribution of this thesis lies in minimizing ESCT
expressions (Exclusive or Sum of Complex Terms). These expressions are a superset
of ESOP, since their terms are called complex and can include not only the logic
AND function but logic OR and XOR as well, between the variable literals. The
importance of the aforementioned expressions is enhanced by the fact that they can
be, trivially, mapped to reversible architectures. A reversible circuit has smaller
thermal dissipation than its conventional counterpart since it loses no power due
to information loss. That is the reason they are thought to be the future in logic
design. One additional important advantage is that they can be used to synthesize
quantum circuits.

This thesis deals with the theoretical background of minimizing ESOP and ESCT
expressions. Theorems are presented which indicate a methodology for �nding min-
imal ESCT and ESCT expressions for any fully de�ned single output Boolean func-
tion but with restrictions on the number of its input variables or the number or
terms in its minimal expressions. Those conclusions are, also, used for heuristic
minimization for functions that do not conform to the previous limitations. They
are also extended for incompletely speci�ed multi output Boolean functions.

The practical algorithms that are implemented as a result of this research, are
compared to algorithms from the international bibliography and their results indi-
cate their e�ectiveness.

Lastly, some of the theoretical results are extended in the �eld of quantum
computations. We propose quantum algorithms for exact ESOP and ESCT mini-
mization and these algorithms show the advantage of a quantum computer over its
classical counterpart for di�cult computational problems.





ÊåöÜëáéï 1

ÅéóáãùãÞ

Life would be so much easier if we could just
look at the source code.

Author: Dave Olson

¼ðùò åßíáé ãíùóôü üëá ôá ëïãéêÜ êõêëþìáôá äéÝðïíôáé áðü ôïõò êáíüíåò
ôçò Üëãåâñáò ôïõ Boole. Ìå ôçí áëìáôþäç åîÝëéîç óôï ÷þñï ôùí ëïãéêþí
êõêëùìÜôùí õøçëÞò ïëïêëÞñùóçò (VLSI - Very Large Scale Integration)

ç Ýñåõíá óôï ÷þñï ôùí ðñïâëçìÜôùí ôçò Üëãåâñáò ôïõ Boole ãíùñßæåé ôñïìáêôéêÞ
Üíèçóç ôá ôåëåõôáßá ÷ñüíéá. ¸íá áðü ôá ðáñáðÜíù ðñïâëÞìáôá ðïõ èá ìáò áðá-
ó÷ïëÞóåé óôç óõãêåêñéìÝíç äéäáêôïñéêÞ äéáôñéâÞ åßíáé ç åëá÷éóôïðïßçóç ëïãéêþí
ðáñáóôÜóåùí. Ðéï óõãêåêñéìÝíá, ãíùñßæïõìå üôé ç õëïðïßçóç êÜèå ëïãéêïý êõêëþ-
ìáôïò óôçñßæåôáé óå ìéá ëïãéêÞ óõíÜñôçóç Boole. Åí ãÝíåé, ç óõíÜñôçóç áõôÞ ìðïñåß
íá åßíáé ðïëëþí ìåôáâëçôþí êáé ðïëëþí åîüäùí, êáé ðåñéãñÜöåé ôç óõìðåñéöïñÜ ôïõ
êõêëþìáôïò áíÜëïãá ìå ôéò äéáöïñåôéêÝò ôéìÝò åéóüäùí ðïõ äÝ÷åôáé. ÊÜèå ôÝôïéá
óõíÜñôçóç ìðïñåß íá Ý÷åé äéáöïñåôéêÝò åêöñÜóåéò (äçë ôñüðïõò áíáðáñÜóôáóçò).
ÊÜðïéåò áðü ôéò ðáñáðÜíù ìïñöÝò áíáðáñÜóôáóçò åêöñÜæïíôáé ùò ëïãéêü Üèñïéóìá
üñùí "ëïãéêïý Þ" Þ "áðïêëåéóôéêïý Þ". Ïé åêöñÜóåéò áõôÝò Ý÷ïõí ôï óçìáíôéêü
ðëåïíÝêôçìá üôé ìðïñïýí åýêïëá íá áðåéêïíéóèïýí óå áñ÷éôåêôïíéêÝò FPGA (Field
Programmable Gate Array). Ôï ðñüâëçìá óå áõôÝò ôéò ðåñéðôþóåéò åßíáé ç åýñåóç
ôùí åêöñÜóåùí ìå ôïõò ëéãüôåñïõò äõíáôïýò üñïõò, ãéáôß êÜôé ôÝôïéï èá ïäçãÞóåé
óôçí êáôáóêåõÞ ïëïêëçñùìÝíùí êõêëùìÜôùí ìå üóï ôï äõíáôüí ìéêñüôåñï ìÝãåèïò.

Ç Ýñåõíá óôñÜöçêå, áñ÷éêÜ, óôéò åêöñÜóåéò SOP, ïé ïðïßåò áðåéêïíßæïõí ëïãéêÝò
óõíáñôÞóåéò ùò "ëïãéêü Üèñïéóìá Þ" (OR) áðü ëïãéêÜ ãéíüìåíá (SOP - Sum of
Products). Óýíôïìá üìùò ôç èÝóç ôïõò ðÞñáí ïé åêöñÜóåéò "ëïãéêïý áèñïßóìáôïò
áðïêëåéóôéêïý Þ" (XOR) ìå üñïõò ëïãéêÜ ãéíüìåíá (ESOP - Exclusive or Sum of
Product Terms), ãéáôß óå óýãêñéóç ìå ôéò ðñþôåò Ý÷ïõí êÜðïéá óçìáíôéêÜ ðëåïíå-
êôÞìáôá. Ôï ðÜíù üñéï óôïí áñéèìü ôùí ëïãéêþí ãéíïìÝíùí óå ìéá Ýêöñáóç ESOP
ãéá ìéá óõíÜñôçóç n ìåôáâëçôþí åßíáé 29 ·2n−7; n > 6 åíþ óôéò åêöñÜóåéò SOP åßíáé:
2n−1 [Gai02]. ÅðéðëÝïí åßíáé óçìáíôéêÜ ðéï áðïäïôéêÝò ãéá óõãêåêñéìÝíåò êáôçãïñßåò
åöáñìïãþí üðùò ïé ôçëåðéêïéíùíßåò [Sas99]. Ìå ëßãá ëüãéá, óôéò åêöñÜóåéò ESOP,
Ý÷ïõìå ëéãüôåñïõò üñïõò (óôçí åëÜ÷éóôç Ýêöñáóç) áðü üôé óôéò åêöñÜóåéò SOP.
ÅðéðëÝïí ôá êõêëþìáôá ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýí ðýëåò XOR, áðïäåéêíýåôáé, üôé åëÝã÷ïíôáé
ðïëý ðéï åýêïëá êáé áðáéôïýí ãéá ôïí ðáñáðÜíù Ýëåã÷ï ëéãüôåñï ðëåïíÜæïí õëéêü
êáé ìéêñüôåñåò áêïëïõèßåò åëÝã÷ïõ [Sas99]. Ôï "åðüìåíï âÞìá" óôçí Ýñåõíá åßíáé
ïé åêöñÜóåéò ëïãéêïý áèñïßóìáôïò "áðïêëåéóôéêïý Þ" óýíèåôùí üñùí(ESCT - Ex-
clusive or Sum of Complex Terms), ïé ïðïßåò ìðïñïýí íá ïäçãÞóïõí óå ìéêñüôåñá
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Åíüôçôá 1.1. ÏÑÉÓÌÏÓ ÊÁÉ ÓÇÌÁÓÉÁ ÔÏÕ ÐÑÏÂËÇÌÁÔÏÓ

êõêëþìáôá óå ó÷Ýóç ìå ôéò åêöñÜóåéò ESOP. ¸íá áêüìá ìåãÜëï ôïõò ðëåïíÝêôçìá
åßíáé üôé ìðïñïýí íá ÷ñçóéìïðïéçèïýí ãéá ôçí õëïðïßçóç áíôéóôñÝøéìùí (reversible)
êáé êâáíôéêþí êõêëùìÜôùí (quantum circuits).

Åßíáé ãíùóôü üôé ôï ðñüâëçìá ôçò åýñåóçò åëÜ÷éóôçò ESOP Ýêöñáóçò ãéá ìéá
ôõ÷áßá ëïãéêÞ óõíÜñôçóç áíÞêåé óôçí êáôçãïñßá ôùí NP-hard ðñïâëçìÜôùí, êáôÜ
óõíÝðåéá äåí ìðïñåß íá åðéëõèåß óå ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï. Ôï áíôßóôïé÷ï ðñüâëçìá ôçò
åýñåóçò åëÜ÷éóôçò ESCT Ýêöñáóçò åßíáé, ôïõëÜ÷éóôïí, ôï ßäéï äýóêïëï.

Ç Ýñåõíá óôï ÷þñï ôçò åëá÷éóôïðïßçóçò åêöñÜóåùí ESCT äåí Ý÷åé ðñï÷ùñÞóåé
óå áíôßóôïé÷ï âáèìü ìå áõôÞí óôï ÷þñï ôùí åêöñÜóåùí ESOP, ðáñüëï ðïõ ïé
êõôôáñéêÝò äïìÝò (êáé ïé åêöñÜóåéò ðïõ áíôéóôïé÷ïýí óå áõôÝò) ãéá ôçí õëïðïßçóç
ëïãéêþí åêöñÜóåùí äåí åßíáé êÜôé êáéíïýñãéï ãéá ôçí åñåõíçôéêÞ êïéíüôçôá. Óôç
äåêáåôßá ôïõ 60, óçìáíôéêü âÜñïò åß÷å äïèåß óôçí áíÜðôõîç ôçò ó÷åôéêÞò èåùñßáò,
üìùò ç ôüôå õðÜñ÷ïõóá ôå÷íïëïãéêÞ õðïäïìÞ êáèéóôïýóå áäýíáôç ôçí áðïäïôéêÞ
õëïðïßçóç ôÝôïéùí äéáôÜîåùí [IS93]. ¸ôóé ç Ýñåõíá áäñáíïðïéÞèçêå. ÓÞìåñá üìùò,
ðïõ ôï ôå÷íïëïãéêü õðüâáèñï õðÜñ÷åé, ç Ýñåõíá áíáèåñìÜíèçêå. ÌåãÜëç þèçóç
äüèçêå êáé áðü ôçí ñáãäáßá áíÜðôõîç ôçò ôå÷íïëïãßáò ôùí FPGAs êáé ôùí LUT FP-
GAs (Look Up Table FPGAs) ôá ïðïßá ôáéñéÜæïõí ôÝëåéá óôçí ðñáêôéêÞ õëïðïßçóç
ôùí ðáñáðÜíù èåùñçôéêþí áðïôåëåóìÜôùí. ¼ðùò èá öáíåß êáé óôç óõíÝ÷åéá ïé
åêöñÜóåéò ESCT áðåéêïíßæïíôáé óå åéäéêïý ôýðïõ êõôôáñéêÝò áñ÷éôåêôïíéêÝò.

1.1 Ïñéóìüò êáé óçìáóßá ôïõ ðñïâëÞìáôïò

Ôï ðñüâëçìá ðïõ áíáëýåôáé óôçí ðáñïýóá äéáôñéâÞ åßíáé ôï áêüëïõèï:
¸óôù ìéá ëïãéêÞ óõíÜñôçóç n ìåôáâëçôþí åéóüäïõ x1; : : : ; xn. Áíáæçôïýíôáé

åêåßíåò ïé åêöñÜóåéò ðïõ Ý÷ïõí ìïñöÞ:
F = P1 ⊕ P2 ⊕ : : :⊕ Pm
êáé ï áñéèìüò ôùí üñùí m åßíáé ï åëÜ÷éóôïò äõíáôüò. Óôçí Ýêöñáóç F ïé üñïé

Pi åßíáé óõíáñôÞóåéò åéäéêÞò ìïñöÞò ðïõ åîáñôþíôáé áðü ôéò ìåôáâëçôÝò x1; : : : ; xn.
Óôçí ðáñïýóá äéäáêôïñéêÞ äéáôñéâÞ áíáðôýóóåôáé ï áðáñáßôçôïò èåùñçôéêüò öïñ-

ìáëéóìüò ãéá ôçí áêñéâÞ êáé åõñéóôéêÞ åëá÷éóôïðïßçóç åêöñÜóåùí "áðïêëåéóôéêïý Þ"
êáé ðéï óõãêåêñéìÝíá ãéá ôéò åêöñÜóåéò ESCT êáé äåõôåñåõüíôùò ãéá ôéò åêöñÜóåéò
ESOP. Ïé åêöñÜóåéò ESOP êáé ESCT Ý÷ïõí êÜðïéá óõãêñéôéêÜ ðëåïíåêôÞìáôá óå
ó÷Ýóç ìå Üëëåò ëïãéêÝò åêöñÜóåéò. ÁõôÝò óõíïøßæïíôáé ùò:

• Ïé åêöñÜóåéò ESOP êáé ESCT áðïôåëïýí êÜðïéåò áðü ôéò ãåíéêüôåñåò ìïñöÝò
áèñïßóìáôïò "áðïêëåéóôéêïý Þ" êáé ãéá ôï ëüãï áõôü ìðïñïýí íá ðñïóöÝñïõí
åêöñÜóåéò ìå ôï ìéêñüôåñï äõíáôü áñéèìü üñùí. Áíáëõôéêüôåñá ïé åêöñÜóåéò
"áðïêëåéóôéêïý Þ" êáé ïé ó÷Ýóåéò ôïõò åîåôÜæïíôáé óôçí åíüôçôá 2.2.

• Ïé åêöñÜóåéò ESOP êáé ESCT ìðïñïýí, ðïëý åýêïëá, íá áðåéêïíéóèïýí ùò
áíôéóôñÝøéìá ëïãéêÜ êõêëþìáôá. Ôá ðëåïíåêôÞìáôá êáé ç áíôéóôïß÷éóç ôùí
åêöñÜóåùí ESCT ìå ôõðéêÝò áíôéóôñÝøéìåò ðýëåò ðáñïõóéÜæïíôáé óôçí åíüôçôá
2.3.

• Ïé åêöñÜóåéò ESOP êáé ïé åêöñÜóåéò ESCT ìðïñïýí íá áðåéêïíéóèïýí óå
óýã÷ñïíåò áñ÷éôåêôïíéêÝò FPGA. Ìéá ôÝôïéá áðåéêüíéóç ðáñïõóéÜæåôáé óôçí
åíüôçôá 2.4.

ÃåíéêÜ ìéêñüôåñåò ëïãéêÝò áíáðáñáóôÜóåéò ìéáò ëïãéêÞò óõíÜñôçóçò óõíåðÜãïíôáé
êáé ìéêñüôåñåò õëïðïéÞóåéò, êÜôé ðïõ ïäçãåß óå ìéêñüôåñï êüóôïò ðáñáãùãÞò, åëá-
÷éóôïðïßçóç êáôáíáëéóêüìåíçò åíÝñãåéáò êáé ìéêñüôåñåò èåñìéêÝò áðþëåéåò.
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Åíüôçôá 1.2. ÓÕÍÏØÇ ÓÕÍÁÖÏÕÓ ÂÉÂËÉÏÃÑÁÖÉÁÓ

1.2 Óýíïøç óõíáöïýò âéâëéïãñáößáò

Ï åðéóôçìïíéêüò ÷þñïò ôçò åëá÷éóôïðïßçóçò ëïãéêþí ðáñáóôÜóåùí åßíáé áêìáßïò
åäþ êáé, ðåñßðïõ, ìéóü áéþíá. ¼óï ç âéïìç÷áíßá ðáñáãùãÞò ïëïêëçñùìÝíùí êõ-
êëùìÜôùí áíáðôýóóåôáé, ôüóï åíôïíüôåñç èá ãßíåôáé ç áíÜãêç ãéá ôç âåëôéóôïðïßçóç
ôùí ðáñáãüìåíùí ðñïúüíôùí ôçò, ôüóï óå åðßðåäï õëéêïý üóï êáé óå åðßðåäï ìåèüäùí
óýíèåóçò ôùí ïëïêëçñùìÝíùí êõêëùìÜôùí.

¼ðùò áíáöÝñèçêå êáé ðñïçãïõìÝíùò ïé åêöñÜóåéò "áðïêëåéóôéêïý Þ" åßíáé éäéáß-
ôåñá óçìáíôéêÝò êáé ãéá ôï ëüãï áõôü Ý÷ïõí ìåëåôçèåß óå óçìáíôéêü âáèìü áðü ôç
äéåèíÞ åðéóôçìïíéêÞ êïéíüôçôá. ÁíÜìåóÜ ôïõò ïé åêöñÜóåéò ESOP Ý÷ïõí ôý÷åé ôçò
ìåãáëýôåñçò áíáãíþñéóçò ëüãù ôïõ óõíäõáóìïý áðëüôçôáò êáé áðïäïôéêüôçôáò óôï
ìÝãåèïò ôçò õëïðïßçóçò, ðïõ ðñïóöÝñïõí.

¸÷ïõí ðñïôáèåß áëãüñéèìïé ãéá ôçí åýñåóç ôçò åëÜ÷éóôçò, ùò ðñïò ôïí áñéèìü
ôùí üñùí, ESOP Ýêöñáóçò ãéá ìéá ôõ÷áßá ëïãéêÞ óõíÜñôçóç áëëÜ ìå ðåñéïñéóìïýò
ùò ðñïò ôïí áñéèìü ôùí ìåôáâëçôþí åéóüäïõ Þ ôùí áñéèìü ôùí üñùí óôçí åëÜ÷éóôç
ESOP ÝêöñáóÞ ôçò. Ïé áëãüñéèìïé áõôïß ìåôáó÷çìáôßæïõí ôï ðñüâëçìá ôçò åýñåóçò
åëÜ÷éóôçò Ýêöñáóçò ESOP óå êÜðïéï éóïäýíáìï üðùò ôï ðñüâëçìá ôçò åýñåóçò
åëÜ÷éóôïõ ìïíïðáôéïý óå ãñÜöï (óõíÜñôçóç Helliwell [HP88, MP90]) Þ ïñßæïõí êáé
åêìåôáëëåýïíôáé êëÜóåéò éóïäõíáìßáò äçëáäÞ óýíïëá óõíáñôÞóåùí ìå ôïí ßäéï áñéèìü
üñùí óôçí åëÜ÷éóôç ESOP ÝêöñáóÞ ôïõò [KS93, Gai02]. To ðñüâëçìá óôçí ôåëåõôáßá
ðåñßðôùóç áíÜãåôáé óôïí åíôïðéóìü ôçò êëÜóçò éóïäõíáìßáò ôçò óõíÜñôçóçò åéóüäïõ.
ÔÝëïò ìéá Üëëç ðñïóÝããéóç [TH02] êáôáóêåõÜæåé êáé åíôïðßæåé åëÜ÷éóôåò ESOP
åêöñÜóåéò ãéá óõíáñôÞóåéò ìÝ÷ñé 6 ìåôáâëçôþí åéóüäïõ åëÝã÷ïíôáò üëåò ôéò äõíáôÝò
óõíáñôÞóåéò ìéêñüôåñïõ áñéèìïý ìåôáâëçôþí åéóüäïõ, ÷ñçóéìïðïéþíôáò ðáñÜëëçëá
êáíüíåò áðïöõãÞò ïñéóìÝíùí áðü áõôÝò óå ðåñßðôùóç ðïõ äåí ìðïñïýí íá âïçèÞóïõí
óôïí åíôïðéóìü åëÜ÷éóôùí ESOP åêöñÜóåùí ãéá ôç óõíÜñôçóç åéóüäïõ. Ïé óçìá-
íôéêüôåñïé áêñéâåßò áëãüñéèìïé ãéá ESOP åêöñÜóåéò ðáñïõóéÜæïíôáé óôéò åñãáóßåò
[SP02, SP03, SP04] êáé óôçñéæüìåíïé óôç ìÝèïäï ôçò áðïóýíèåóçò ìéáò ëïãéêÞò
óõíÜñôçóçò óå áðëïýóôåñåò (ìå ìéêñüôåñï áñéèìü ìåôáâëçôþí åéóüäïõ) ìðïñïýí íá
åíôïðßóïõí åëÜ÷éóôåò ESOP åêöñÜóåéò ãéá ïðïéáäÞðïôå ëïãéêÞ óõíÜñôçóç, áíåîáñ-
ôÞôùò ôïõ áñéèìïý ôùí ìåôáâëçôþí åéóüäïõ ôçò, áëëÜ ìå ðåñéïñéóìïýò óôïí áñéèìü
üñùí óôçí åëÜ÷éóôç ESOP Ýêöñáóç ôçò. Óôéò ßäéåò åñãáóßåò ðáñïõóéÜóôçêáí êáé
åõñéóôéêÝò åðåêôÜóåéò ôïõò.

¢ëëïé áëãüñéèìïé ñß÷íïõí ôï âÜñïò ôïõò óôçí ôá÷ýôçôá åýñåóçò "êáëþí" åê-
öñÜóåùí ESOP ïé ïðïßåò èá åßíáé ó÷åäüí åëÜ÷éóôåò ÷ùñßò üìùò íá ðéóôïðïéïýí ôï
âÝëôéóôï ôçò ðáñáãüìåíçò ÝêöñáóÞò. Ïé áëãüñéèìïé áõôïß äåí ðåñéïñßæïíôáé áðü
ôïí áñéèìü ôùí ìåôáâëçôþí ôçò óõíÜñôçóçò åéóüäïõ Þ ôïí áñéèìü ôùí üñùí. Ï ðïéï
ïíïìáóôüò åßíáé ï áëãüñéèìïò Exorcism-4 [MP01] ï ïðïßïò ïñßæåé ôï ìåôáó÷çìáôéóìü
Exorlink êáé ôïí ÷ñçóéìïðïéåß ãéá ôï ìåôáó÷çìáôéóìü üñùí óå Üëëïõò éóïäýíáìïõò
ìå óêïðü ôç ìåôÝðåéôá åëá÷éóôïðïßçóÞ ôïõò. ¢ëëïé, ëéãüôåñï áðïäïôéêïß, áëãüñéèìïé
óôçí ßäéá êáôçãïñßá ðáñïõóéÜæïíôáé óôéò åñãáóßåò [Sas93, AD01, SPS+00].

Ðáñüëï ðïõ ôï ðñüâëçìá ôçò åëá÷éóôïðïßçóçò åêöñÜóåùí ESOP Ý÷åé ìåëåôçèåß
åêôåíþò óôï ðáñåëèüí êáé Ý÷ïõí ðñïôáèåß áëãüñéèìïé ôüóï ãéá áêñéâåßò üóï êáé
ãéá ó÷åäüí áêñéâåßò ëýóåéò, åíôïýôïéò ðáñáìÝíåé áêüìá áíïéêôü. Óôï ðñüâëçìá ôçò
åëá÷éóôïðïßçóçò ESCT åêöñÜóåùí õðÜñ÷ïõí ëßãåò ðñïóðÜèåéåò. Ïé ðñþôåò åñãáóßåò
óôï ðåäßï áõôü äçìïóéåýèçêáí ôç äåêáåôßá ôïõ 70 [Min64, Muk69, Pap76, Pap77a,
Pap77b] êáé ãéá Ýíá ìåãÜëï äéÜóôçìá ç Ýñåõíá óôï ÷þñï áõôü Ýðáøå. Ôá ôåëåõôáßá
÷ñüíéá, üìùò, áíáèåñìÜíèçêå ôï åíäéáöÝñïí ãéá ôéò ëïãéêÝò áõôÝò åêöñÜóåéò êáé ãéá
ôéò åöáñìïãÝò ôïõò.

Åðéóçìáßíåôáé üôé äåí Ý÷åé ðñïôáèåß ìåèïäïëïãßá, ôïõëÜ÷éóôïí üóï ìðïñïýìå íá
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ãíùñßæïõìå, ãéá ôçí åýñåóç åëÜ÷éóôçò ESCT Ýêöñáóçò ãéá ôõ÷áßá ëïãéêÞ óõíÜñôçóç
åêôüò áðü áõôÞí ôçò åñãáóßáò [Pap77b]. Ïé õðüëïéðïé áëãüñéèìïé ðïõ ðñïôåßíïíôáé
åßíáé åõñéóôéêïß êáé óôçñßæïíôáé, óôéò ðåñéóóüôåñåò ðåñéðôþóåéò, óå ôåôñéììÝíç åðÝ-
êôáóç ôùí Þäç õðáñ÷üíôùí ìåèïäïëïãéþí ãéá ôçí åëá÷éóôïðïßçóç åêöñÜóåùí ESOP.
Óå ðïëëÝò, ìÜëéóôá, ðåñéðôþóåéò ïé åêöñÜóåéò ðïõ ðáñÜãïíôáé äåí åßíáé, áêñéâþò,
åêöñÜóåéò ESCT áëëÜ ðáñåìöåñåßò ôïõò.

Óôéò åñãáóßåò [AS94, IS93] ÷ñçóéìïðïéïýíôáé ôå÷íéêÝò üðùò ç áíáäéÜôáîç ôùí
ìåôáâëçôþí åéóüäïõ êáé ìåôáó÷çìáôéóìïý êýâùí. Ïé ôå÷íéêÝò áõôÝò óôçñßæïíôáé óå
áíôßóôïé÷åò ìåèïäïëïãßåò áðü ôçí åëá÷éóôïðïßçóç åêöñÜóåùí ESOP êáé áðïôåëïýí,
óõíÞèùò, áðëïúêÝò åðåêôÜóåéò ôïõò. Óå Üëëåò ðåñéðôþóåéò ðïëý-ôéìç ëïãéêÞ ÷ñçóé-
ìïðïéåßôáé ãéá íá ðáñá÷èïýí "êáëÝò" åêöñÜóåéò [PL98, LDB98] áëëÜ ïé åêöñÜóåéò
áõôÝò åßíáé ðáñáëëáãÝò êáé åðåêôÜóåéò ôùí ESCT. Óôéò åñãáóßåò [SP98a, SP98b]
ðñïôåßíåôáé ìéá óõóôçìáôéêÞ ìÝèïäïò ãéá ôç äçìéïõñãßá åêöñÜóåùí ESCT åðåêôåß-
íïíôáò ôçí ðñÜîç EXORLINK. Ç êáéíïýñãéá áõôÞ ðñÜîç ïíïìÜæåôáé m-link. Ìéá
åðÝêôáóç ôïõ ðáñáðÜíù áëãïñßèìïõ ãéá áôåëþò ïñéóìÝíåò óõíáñôÞóåéò ðñïôåßíåôáé
óôçí åñãáóßá [GL98] áëëÜ óôéò åêöñÜóåéò ðïõ ðáñÜãïíôáé ïé üñïé ìðïñïýí íá åíþ-
íïíôáé ôüóï ìå ôçí ðñÜîç "áðïêëåéóôéêü Þ" üóï êáé ìå ôçí ðñÜîç "ëïãéêü Þ", êáôÜ
óõíÝðåéá åßíáé ðáñåìöåñåßò ôùí ESCT åêöñÜóåùí. Óôéò åñãáóßåò [Lee97, GL97]
ðñïôåßíåôáé áëãüñéèìïò ðïõ óôçñßæåôáé óôçí áðïóýíèåóç ôçò óõíÜñôçóçò åéóüäïõ óå
Üëëåò áðëïýóôåñåò êáé áðïôåëåß, óôçí ïõóßá, ìéá åðÝêôáóç ôùí PSDKRO åêöñÜóåùí
ðïõ èá ðáñïõóéáóôïýí óôç óõíÝ÷åéá. ÔÝëïò óôçí åñãáóßá [AM02] ðñïôåßíåôáé áëãü-
ñéèìïò ãéá ôç äçìéïõñãßá ó÷åäüí åëÜ÷éóôùí ESCT åêöñÜóåùí ãéá áôåëþò ïñéóìÝíåò
ëïãéêÝò óõíáñôÞóåéò áëëÜ ç ìåèïäïëïãßá áõôÞ äåí õëïðïéÞèçêå êáé êáôÜ óõíÝðåéá
äåí ìðïñåß íá åîåôáóôåß ùò ðñïò ôçí áðïôåëåóìáôéêüôçôÜ ôçò.

Ïé óçìáíôéêüôåñåò áðü ôéò ðáñáðÜíù åñãáóßåò ðáñïõóéÜæïíôáé áíáëõôéêüôåñá óôï
ÊåöÜëáéï 8.

1.3 ÓõìâïëÞ äéáôñéâÞò

Åßíáé öáíåñü áðü ôá ðñïçãïýìåíá üôé õðÜñ÷åé Ýíá ìåãÜëï "êåíü" óôï ÷þñï ôçò
åëá÷éóôïðïßçóçò åêöñÜóåùí ESCT. ÌÝ÷ñé ôç äéáôñéâÞ áõôÞ äåí õðÜñ÷åé óáöÝò èå-
ùñçôéêü õðüâáèñï ãéá ôçí åýñåóç åëÜ÷éóôùí ESCT åêöñÜóåùí ãéá óõíáñôÞóåéò ìå
ðåñéóóüôåñåò áðü 5 ìåôáâëçôÝò åéóüäïõ. ÅðéðëÝïí, ôá áðïôåëÝóìáôá ôùí áëãïñßèìùí
ôçò äéåèíïýò âéâëéïãñáößáò ãéá ôçí åëá÷éóôïðïßçóç åêöñÜóåùí ESCT äåí åßíáé áñêåôÜ
éêáíïðïéçôéêÜ.

Óôç äéáôñéâÞ áõôÞ ðáñïõóéÜæåôáé ôï èåùñçôéêü õðüâáèñï ãéá ôçí åýñåóç åëÜ÷éóôçò
ESCT Ýêöñáóçò áíåîáñôÞôùò ôïõ áñéèìïý ôùí ìåôáâëçôþí åéóüäïõ ôçò. Ðáñïõóé-
Üæïíôáé åðßóçò áêñéâåßò ìåèïäïëïãßåò ãéá ôçí åýñåóç åëÜ÷éóôùí ESCT åêöñÜóåùí
ãéá óõíáñôÞóåéò ìå áñéèìü ìåôáâëçôþí åéóüäïõ ôï ðïëý 6 Þ ìå áñéèìü üñùí ôï ðïëý
7 óôçí åëÜ÷éóôç ESCT Ýêöñáóç ôçò óõíÜñôçóçò åéóüäïõ. Ç ðáñáðÜíù ìåèïäïëïãßá
åðåêôÜèçêå êáé ÷ñçóéìïðïéÞèçêå ãéá íá äçìéïõñãçèïýí åõñéóôéêïß áëãüñéèìïé ïé
ïðïßïé ðáñüëï ðïõ äåí åããõþíôáé ôï âÝëôéóôï ôùí ðáñáãïìÝíùí åêöñÜóåùí ESCT,
åíôïýôïéò äåí äåóìåýïíôáé áðü ôïõò ðáñáðÜíù ðåñéïñéóìïýò êáé åßíáé êáé ðïëý ðéï
ãñÞãïñïé óôçí ôá÷ýôçôá åêôÝëåóÞò ôïõò. ¼ðùò öáßíåôáé êáé óôï ó÷åôéêü êåöÜëáéï
ôçò äéáôñéâÞò, ôá áðïôåëÝóìáôá ôïõò åßíáé êáëýôåñá áðü áõôÜ ôùí áëãïñßèìùí ôçò
äéåèíïýò âéâëéïãñáößáò. ÌåëåôÞèçêå åðßóçò êáé ôï ðñüâëçìá ôçò áíáäéÜôáîçò ôùí
ìåôáâëçôþí åéóüäïõ ìéáò ëïãéêÞò óõíÜñôçóçò ìå óôü÷ï ôçí åýñåóç ìéêñüôåñùí åê-
öñÜóåùí êáèþò êáé åêåßíï ôçò åëá÷éóôïðïßçóçò áôåëþò ïñéóìÝíùí óõíáñôÞóåùí (in-
completely speci�ed) êáé óõíáñôÞóåùí ðïëëþí åîüäùí (multi output).

Óçìáíôéêü êßíçôñï ãéá ôç äéáôñéâÞ áõôÞ áðïôÝëåóå êáé ç ðñïóðÜèåéá åýñåóçò ôçò
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ó÷Ýóçò áíÜìåóá óôçí åëá÷éóôïðïßçóç åêöñÜóåùí ESOP êáé ESCT. Ïé åêöñÜóåéò
ESOP áðïôåëïýí õðïðåñßðôùóç ôùí åêöñÜóåùí ESCT. ¸ãéíå, ëïéðüí, ðñïóðÜèåéá
íá åíôïðéóôïýí ïé ðñïáíáöåñèåßóåò ó÷Ýóåéò. Ôá áðïôåëÝóìáôá êáé ïé ó÷Ýóåéò ðïõ
ðñïêýðôïõí ðáñïõóéÜæïíôáé óôï ôÝëïò ôçò äéáôñéâÞò.

ÄåäïìÝíçò ôçò éó÷õñÞò ó÷Ýóçò ôùí åêöñÜóåùí ESCT ìå ôéò áíôéóôñÝøéìåò ðýëåò
êáé ôá êâáíôéêÜ êõêëþìáôá, Ýãéíå ìåëÝôç ôçò åðÝêôáóçò ïñéóìÝíùí åê ôùí ðáñáðÜíù
èåùñçôéêþí ðïñéóìÜôùí óôï ÷þñï ôùí êâáíôéêþí õðïëïãéóìþí. Ôá áðïôåëÝóìáôá
ðáñïõóéÜæïíôáé óôï ÊåöÜëáéï 7 êáé áðïäåéêíýïõí ôçí áíùôåñüôçôá ôùí êâáíôéêþí
õðïëïãéóôþí Ýíáíôé ôùí êëáóéêþí, óå äýóêïëá õðïëïãéóôéêÜ ðñïâëÞìáôá ôçò ôÜîçò
NP (Non Polynomial time).

ÄåäïìÝíïõ üôé ïé åêöñÜóåéò ESOP áðïôåëïýí õðïóýíïëï ôùí åêöñÜóåùí ESCT,
ç Ýñåõíá îåêßíçóå áðü áõôÝò. Ðïñßóìáôá ôçò Ýñåõíáò áõôÞò óõíÝâáëáí óôç äçìéïõñãßá
ôùí áëãïñßèìùí QuiXOR êáé QuickDCMin. Ïé áëãüñéèìïé áõôïß, áí êáé åõñéóôéêïß,
äßíïõí áðü ôá ðéï ðïéïôéêÜ áðïôåëÝóìáôá ãéá ôçí åëá÷éóôïðïßçóç ðëÞñùò êáé áôåëþò
ïñéóìÝíùí ëïãéêþí óõíáñôÞóåùí, áíôßóôïé÷á, óôç äéåèíÞ âéâëéïãñáößá.

1.4 ÄïìÞ äéáôñéâÞò

Óôï ÊåöÜëáéï 2 ðáñïõóéÜæïíôáé ïé âáóéêÝò Ýííïéåò êáé éäéüôçôåò ôùí åêöñÜóåùí
"áðïêëåéóôéêïý Þ" êáé åéäéêüôåñá ôùí åêöñÜóåùí ESOP êáé ESCT. Ôï èåùñçôéêü
õðüâáèñï ãéá ôçí åëá÷éóôïðïßçóç åêöñÜóåùí ESOP ãéá óõíáñôÞóåéò ìïíáäéêÞò åîü-
äïõ ðáñïõóéÜæåôáé óôï ÊåöÜëáéï 3, åíþ ôï èåùñçôéêü õðüâáèñï ãéá ôçí åëá÷éóôï-
ðïßçóç åêöñÜóåùí ESCT åìöáíßæåôáé óôï ÊåöÜëáéï 4. Ï èåùñçôéêüò öïñìáëéóìüò
ãéá ôçí åðÝêôáóç ôùí ðáñáðÜíù óå óõíáñôÞóåéò ðïëëþí åîüäùí ðáñïõóéÜæåôáé óôï
ÊåöÜëáéï 5 êáé ìðïñåß íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ôüóï ãéá åëá÷éóôïðïßçóç åêöñÜóåùí ESOP
üóï êáé ãéá åëá÷éóôïðïßçóç åêöñÜóåùí ESCT. Óôï ÊåöÜëáéï 6 ðáñïõóéÜæïíôáé,
óõíïðôéêÜ, ïé áëãüñéèìïé ðïõ õëïðïéÞèçêáí êáé óõãêñßíïíôáé ìå õðÜñ÷ïíôåò ôçò
äéåèíïýò âéâëéïãñáößáò. Ðåñéóóüôåñåò ðëçñïöïñßåò ãéá ôïõò áëãïñßèìïõò áõôïýò
ìðïñïýí íá áíáæçôçèïýí óôïí ÐáñÜñôçìá. ÐáñÜëëçëá óôï ÊåöÜëáéï 7 ðáñïõóéÜæï-
íôáé åðåêôÜóåéò ôùí ðáñáðÜíù áëãïñßèìùí óôï ÷þñï ôùí êâáíôéêþí õðïëïãéóìþí.
ÔÝëïò óôï ÊåöÜëáéï 8 ðáñïõóéÜæåôáé áíáëõôéêüôåñá ç äéåèíÞò âéâëéïãñáößá óôï ÷þñï
ôçò åëá÷éóôïðïßçóçò åêöñÜóåùí ESOP êáé ESCT, åíþ ç äéáôñéâÞ êëåßíåé ìå êÜðïéá
óõìðåñÜóìáôá êáé ìåëëïíôéêÝò åñåõíçôéêÝò êáôåõèýíóåéò (ÊåöÜëáéï 9).

1.5 Äçìïóéåýóåéò

Ôá óçìáíôéêüôåñá ðïñßóìáôá ðïõ ðñïÝêõøáí, óôo ðëáßóéo ôçò äéáôñéâÞò, äçìïóéåýèçêáí
óôá ðáñáêÜôù ðåñéïäéêÜ êáé óõíÝäñéá.
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ÊåöÜëáéï 2

ÂáóéêÝò Ýííïéåò êáé éäéüôçôåò

I do not fear computers. I fear the lack of
them.

Author: Isaac Asimov

Óôï êåöÜëáéï áõôü áíáëýïíôáé âáóéêÝò éäéüôçôåò ôùí åêöñÜóåùí "áðïêëåéóôé-
êïý Þ". ÐáñïõóéÜæåôáé ç ó÷Ýóç ôùí äéáöüñùí åêöñÜóåùí "áðïêëåéóôéêïý
Þ" êáé áðïäåéêíýåôáé üôé ïé åêöñÜóåéò ESOP êáé ESCT åßíáé ïé ðéï ãåíéêÝò

åêöñÜóåéò áèñïßóìáôïò XOR êáé êáôÜ óõíÝðåéá ïäçãïýí óå åêöñÜóåéò ìå ôïí ìéêñü-
ôåñï äõíáôü áñéèìü üñùí (Åíüôçôá 2.2). ¸íá áêüìá óçìáíôéêü ÷áñáêôçñéóôéêü ôïõò
åßíáé ç áíôéóôñåøéìüôçôá ç ïðïßá áíáëýåôáé óôçí Åíüôçôá 2.3.

Ôüóï ïé åêöñÜóåéò ESCT üóï êáé ïé åêöñÜóåéò ESCT åßíáé èåùñçôéêÝò Ýííïéåò.
Åßíáé óçìáíôéêü ëïéðüí íá ðáñïõóéáóèåß ìéá ðñáêôéêÞ ôïõò åöáñìïãÞ óå ìéá ðñáãìá-
ôéêÞ ðëáôöüñìá áíÜðôõîçò FPGA (Åíüôçôá 2.4).

Ðñéí üìùò áðü ôá ðáñáðÜíù, ðáñïõóéÜæïíôáé ïé áðáñáßôçôåò âáóéêÝò Ýííïéåò êáé
ïñéóìïß þóôå ï áíáãíþóôçò íá ìðïñåß íá ðñï÷ùñÞóåé áðñüóêïðôá óôçí áíÜãíùóç
ôçò äéáôñéâÞò (Eíüôçôá 2.1).

2.1 ÂáóéêÝò Ýííïéåò

2.1.1 ÄõáäéêÞ ËïãéêÞ (Binary Logic)

Ïñéóìüò 1 ¸óôù X äõáäéêÞ ìåôáâëçôÞ ìå ôéìÝò áðü ôï V = {0; 1} êáé S ⊆ V .
Ôüôå X; X̄; 1 åßíáé literals (äéðëÝôåò) ôçò X.

Ïñéóìüò 2 Ìéá ëïãéêÞ óõíÜñôçóç Boole n ìåôáâëçôþí åéóüäïõ êáé ìéáò åîüäïõ
(single-output Switching Function Þ single-output Boolean Function) åßíáé ìéá áíôé-
óôïß÷éóç: f : {0; 1}n → {0; 1}.

Ïñéóìüò 3 Ìéá ëïãéêÞ óõíÜñôçóç Boole n ìåôáâëçôþí åéóüäïõ êáé m åîüäùí (multi-
output Switching Function Þ multi-output Boolean Function) åßíáé ìéá áíôéóôïß÷éóç:
f : {0; 1}n → {0; 1}m. ÃåíéêÜ ìéá ôÝôïéá óõíÜñôçóç ìðïñåß íá èåùñçèåß ùò m
äéáöïñåôéêÝò óõíáñôÞóåéò n ìåôáâëçôþí êáé ìéáò åîüäïõ.

Ïñéóìüò 4 Ìéá õðïóõíÜñôçóç fi, i = 0; 1; 2 ìéáò óõíÜñôçóçò f(x1; x2; : : : ; xn) ùò
ðñïò ôç äõáäéêÞ ìåôáâëçôÞ x1 ïñßæåôáé ùò:

f1 = f(1; x2; : : : ; xn); f0 = f(0; x2; : : : ; xn); f2 = f1 ⊕ f0;
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üðïõ ôï óýìâïëï ⊕ õðïäçëþíåé ëïãéêü Üèñïéóìá áðïêëåéóôéêïý Þ (XOR-sum).
Óôç óõíÝ÷åéá (ãéá åõêïëßá) èá äçëþíïõìå ôçí ìåôáâëçôÞ x1 (äçëáäÞ áõôÞ ùò ðñïò
ôçí ïðïßá éó÷ýïõí ïé ðáñáðÜíù ó÷Ýóåéò) ùò x.

ÐáñÜäåéãìá 1 Ç ëïãéêÞ óõíÜñôçóç: f(x1; x2; x3) = x1x2x3 ⊕ x̄1x̄2x̄3 Ý÷åé õðïóõ-
íáñôÞóåéò ùò ðñïò ôç ìåôáâëçôÞ x1 ôéò: f0 = x̄2x̄3; f1 = x2x3; f2 = x2x3 ⊕ x̄2x̄3.

Ïñéóìüò 5 ¸óôù ìéá ëïãéêÞ óõíÜñôçóç f ðïõ åîáñôÜôáé áðü (n + 1) ìåôáâëçôÝò
åéóüäïõ. Õðïëïãßæïíôáò ôéò õðïóõíáñôÞóåéò ôçò f êáé áíáäñïìéêÜ ôéò õðïóõíáñôÞóåéò
ôùí õðïóõíáñôÞóåùí, äçìéïõñãåßôáé Ýíá ôñéáäéêü äÝíôñï ìå âÜèïò ôï ðïëý n êáé 3n

öýëëá. Ôï äÝíôñï áõôü ïíïìÜæåôáé äÝíôñï ãåííÞôñéá (generator tree) ôçò óõíÜñôçóçò
f . Ç ðáñáðÜíù áíáäñïìÞ ðñáãìáôïðïéåßôáé Ýùò üôïõ åíôïðéóôåß õðïóõíÜñôçóç ç
ïðïßá åßíáé óôáèåñÜ (0 Þ 1) Þ âñåèåß öýëëï (ïé óõíáñôÞóåéò ôùí öýëëùí ìðïñåß íá
åßíáé ìßáò Þ äýï ìåôáâëçôþí åéóüäïõ).

Ìéá ëïãéêÞ óõíÜñôçóç ìðïñåß íá ãñáöôåß ìå ôç âïÞèåéá ôùí õðïóõíáñôÞóåþí ôçò
ùò:

f = x̄1f{0} ⊕ x1f{1}

f = f{0} ⊕ x1f{0;1}

f = f{1} ⊕ x̄1f{0;1}
(2.1)

Ïé ôñåéò ðáñáðÜíù ó÷Ýóåéò ïíïìÜæïíôáé: Shannon (Boole), èåôéêü êáé áñíçôéêü
Davio áíÜðôõãìá (Þ áðïóýíèåóç) áíôßóôïé÷á, üðïõ x1 åßíáé äõáäéêÞ ìåôáâëçôÞ.

Ïñéóìüò 6 ¸óôù ìéá ëïãéêÞ óõíÜñôçóç f(x1; x2; : : : ; xn). ¸óôù åðßóçò literal
x∗i = xi; x̄i ôçò êÜèå ìåôáâëçôÞò xi; i = 1; : : : ; n. ¸íá ëïãéêü ãéíüìåíï ôçò ìïñöÞò:⋂n
i=1(xi) ïíïìÜæåôáé åëá÷éóôüñïò (minterm) ôçò óõíÜñôçóçò f (

⋂
åßíáé ç ëïãéêÞ

ðñÜîç "ÊÁÉ").

Ìéá ôõ÷áßá ëïãéêÞ óõíÜñôçóç n ìåôáâëçôþí åéóüäïõ Ý÷åé 2n äéáöïñåôéêïýò å-
ëá÷éóôüñïõò êáé ìðïñåß íá áíáðáñßóôáôáé ùò ëïãéêü Üèñïéóìá åëá÷éóôüñùí: f =⋃2n

j=1(
⋂n
i=1(xi) (

⋃
åßíáé ç ëïãéêÞ ðñÜîç Þ). Ç ìïñöÞ áõôÞ åßíáé ìïíáäéêÞ ãéá ôç

óõíÜñôçóç f . Åðßóçò ç ðáñáðÜíù ìïñöÞ ìðïñåß íá åêöñáóôåß, éóïäýíáìá, êáé ùò
Üèñïéóìá "áðïêëåéóôéêü Þ": f =

∑2n

j=1⊕(
⋂n
i=1(xi).

Ïñéóìüò 7 Ç áíáðáñÜóôáóç åëá÷éóôüñùí (MT) ìßáò switching óõíÜñôçóçò n ìå-
ôáâëçôþí f åßíáé Ýíá bit äéÜíõóìá ìåãÝèïõò 2n, üðïõ ôï i-óôï bit åßíáé 1 üôáí ï
i-óôïò åëá÷éóôüñïò ôçò f åßíáé áíôßóôïé÷á 1.

Óôç óõíÝ÷åéá üôáí èÝëïõìå íá äçëþóïõìå MT áíáðáñÜóôáóç ìéáò ëïãéêÞò óõ-
íÜñôçóçò èá ôçí ðåñéêëåßïõìå óå áãêýëåò êáé èá ôçí äçëþíïõìå ÷ñçóéìïðïéþíôáò
äåêáåîáäéêÜ øçößá.

Ç áíáðáñÜóôáóç MT åîáñôÜôáé áðü ôç äéÜôáîç ìåôáâëçôþí ðïõ èá èåùñÞóïõìå.

ÐáñÜäåéãìá 2 Ç ëïãéêÞ óõíÜñôçóç ìå ðßíáêá áëçèåßáò ôïí Ðßíáêá 2.1 Ý÷åé ôçí
MT áíáðáñÜóôáóç: [F8] üôáí èåùñÞóïõìå üôé ç ìåôáâëçôÞ x3 åßíáé ç ðéï óçìáíôéêÞ
êáé ç x1 åßíáé ç ëéãüôåñï óçìáíôéêÞ. ÅÜí èåùñÞóïõìå üôé ç ìåôáâëçôÞ x1 åßíáé ç
ðéï óçìáíôéêÞ êáé ç x3 ç ëéãüôåñï óçìáíôéêÞ ôüôå ç ÌÔ áíáðáñÜóôáóç åßíáé: [EA].

Åßíáé ðñïöáíÝò üôé áí ç MT áíáðáñÜóôáóç ìéáò ëïãéêÞò óõíÜñôçóçò f Ý÷åé
2n bits, ôüôå ïé f0; f1 åßíáé ôá n äåîéÜ êáé ôá n áñéóôåñÜ bits, áíôßóôïé÷á, ôçò
áíáðáñÜóôáóçò. Ç f2 åßíáé ôï XOR ôùí äýï MT áíáðáñáóôÜóåùí ôùí f0 êáé f1.

ÐáñÜäåéãìá 3 ¸óôù ç óõíÜñôçóç f = [81]. Ôüôå: f0 = [1]; f1 = [8]; f2 = [9].
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Ðßíáêáò 2.1: Ðßíáêáò áëçèåßáò óõíÜñôçóçò 3 ìåôáâëçôþí.
1ç äéÜôáîç ìåôáâëçôþí 2ç äéÜôáîç ìåôáâëçôþí
x3 x2 x1 f(x3; x2; x1) x1 x2 x3 f(x1; x2; x3)
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 1 1
0 1 0 0 0 1 0 0
0 1 1 1 0 1 1 1
1 0 0 1 1 0 0 0
1 0 1 1 1 0 1 1
1 1 0 1 1 1 0 1
1 1 1 1 1 1 1 1

2.1.2 Ðïëý-ôéìç ËïãéêÞ (Multi-valued Logic)

Ç Üëãåâñá Boole óôçñßæåôáé óôï äõáäéêü óýóôçìá áñßèìçóçò. ÊÜèå ìåôáâëçôÞ ìðïñåß
íá Ý÷åé äýï ðéèáíÝò ôéìÝò (0 Þ 1). Ìðïñïýìå üìùò íá èåùñÞóïõìå ìåôáâëçôÝò
(ðïëý-ôéìåò) ðïõ ìðïñïýí íá ðÜñïõí ðåñéóóüôåñåò ôéìÝò (multi-valued variables)
åðåêôåßíïíôáò ïõóéáóôéêÜ ôçí Üëãåâñá Boole. Ç ðïëýôéìç ëïãéêÞ èá ìáò öáíåß ðïëý
÷ñÞóéìç óôï ðñüâëçìá ôçò åëá÷éóôïðïßçóçò ëïãéêþí óõíáñôÞóåùí ðïëëþí åîüäùí.

Ïñéóìüò 8 ¸óôù X ìå ôéìÝò áðü ôï V = {0; : : : ; v − 1} êáé S ⊆ V . Ôüôå XS

åßíáé literal ôçò X þóôå XS = 1 üôáí X ∈ S êáé ×S = 0 üôáí X ∈ V \S. Óôçí
ðåñßðôùóç ðïõ S = V , ôüôå XS = 1 êáé ìðïñåß íá áãíïçèåß óôï ëïãéêü ãéíüìåíï.

Ïñéóìüò 9 ¸óôù XS1 ; XS2 äýï literals ôçò ðïëý-ôéìçò ìåôáâëçôÞò × . Ôüôå XS1⊕
XS2 ≡ X(S1∪S2)\(S1∩S2).

Ïñéóìüò 10 Ìéá óõíÜñôçóç ìéáò åîüäïõ ðïõ åîáñôÜôáé, üìùò, áðü ðïëý-ôéìåò ìå-
ôáâëçôÝò åéóüäïõ, åßíáé ìéá áðåéêüíéóç ôçò ìïñöÞò: f : V1×V2× · · ·×Vn → {0; 1},
üðïõ: Vi = {0; : : : ; vi − 1}.

Ïñéóìüò 11 ¸óôù: V1 = {0; : : : ; u − 1}; Vi = {0; 1}; i = 2; : : : ; n; T = {0; 1; d}.
Ìéá áôåëþò ïñéóìÝíç óõíÜñôçóç ðïëëþí åîüäùí ìå n åéóüäïõò êáé m åîüäïõò åßíáé
ìéá áðåéêüíéóç ôçò ìïñöÞò: f : V1XV2X : : :XVn → Tm. Ïé åëá÷éóôüñïé ãéá
ôïõò ïðïßïõò f = d ïíïìÜæïíôáé áäéÜöïñïé åëá÷éóôüñïé (don't care terms) ôçò
óõíÜñôçóçò. Óôéò ðåñéðôþóåéò áõôÝò ç ôéìÞ ôçò f åßíáé áðñïóäéüñéóôç. Ôï óýíïëï
ôùí åëá÷éóôüñùí ãéá ôïõò ïðïßïõò f = 1 áðïôåëïýí ôï ON set ôçò óõíÜñôçóçò åíþ
ïé õðüëïéðïé áðïôåëïýí ôï OFF set. ¼ôáí u = 2 ôüôå ç f åßíáé áôåëþò ïñéóìÝíç
ëïãéêÞ óõíÜñôçóç n åéóüäùí m åîüäùí ðïõ åîáñôÜôáé áðü äõáäéêÝò ìåôáâëçôÝò.

Óôç óõãêåêñéìÝíç äéäáêôïñéêÞ äéáôñéâÞ ìáò áðáó÷ïëïýí áðåéêïíßóåéò ôçò ìïñöÞò
f : {0; 1}X{0; 1} : : : X{0; : : : ; u − 1} → {0; 1; x}, äçë áðåéêïíßóåéò ðïõ åîáñôþíôáé
áðü ìßá ìüíï ðïëý-ôéìç ìåôáâëçôÞ, åíþ ïé õðüëïéðåò åßíáé äõáäéêÝò.

Ïñéóìüò 12 Ç áíáðáñÜóôáóç åëá÷éóôüñùí ðïëëáðëþí ìåôáâëçôþí (MVMT) m ìßáò
óõíÜñôçóçò (n + 1) ìåôáâëçôþí f : {0; 1} × · · · × {0; 1} × {0; : : : ; v − 1} → {0; 1}
ïñßæåôáé ùò Ýíá bit äéÜíõóìá ìåãÝèïõò 2n+dlg(v)e. ¸óôù x{a1}

1 · · ·x{an}n XS ëïãéêü
ãéíüìåíï, üðïõ ai ∈ {0; 1} êáé S ⊆ {0; : : : ; v − 1}. ¸óôù p1 = a12n−1 + : : : +
an−121 + an20 êáé p2 = 2dlog(u)e. Ôüôå O åßíáé Ýíá bit äéÜíõóìá ìå ìÝãåèïò p2 ôïõ
ïðïßïõ ôï i-óôï bit åßíáé 1 áí i ∈ S. Ôüôå ôá bits [(p1 · p2 + p2 − 1)::(p1 · p2)] ôçò
MVMT m åßíáé ôáõôüóçìá ìå ôï O.
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ÐáñÜäåéãìá 4 ¸óôù ìéá óõíÜñôçóç f : {0; 1}X{0; 1}X{0; 1}X{0; 1}X{0; : : : ; u−
1} → {0; 1}. Ç áíáðáñÜóôáóç MVMT ôçò f ìðïñåß íá èåùñçèåß ùò ç õðÝñèåóç ôùí
ðáñáêÜôù 5 óõíáñôÞóåùí ìïíáäéêÞò åîüäïõ ðïõ åîáñôþíôáé áðü äõáäéêÝò ìåôáâëçôÝò:
f0 = [d3d4]; f1 = [c1d5]; f2 = [d1cf ]; f3 = [d5cb]; f4 = [c13b]. Ç áíáðáñÜóôáóç
MVMT ôçò f åßíáé: [1f1f000d0008011f0f0f10131c071c1e]. Ðéï óõãêåêñéìÝíá, ãéá
íá öáíåß êáëýôåñá ðùò ðáñÜ÷èçêå ç ðáñáðÜíù MVMT áíáðáñÜóôáóç, èá áíáëýóïõìå
ôçí êáôáóêåõÞ ôùí ôåëåõôáßùí äýï øçößùí (1e). Ôá øçößá áõôÜ äçìéïõñãÞèçêáí
áðü ôá ôåëåõôáßá bits ôùí MT áíáðáñáóôÜóåùí ôùí f0; : : : ; f4 (ôá ïðïßá åßíáé:
11110) áöïý ðñþôá óõìðëçñþèçêáí ìå ìçäåíéêÜ þóôå ï áñéèìüò ôïõò íá öôÜóåé óôï
åðéèõìçôü 2dlog(u)e = 8 ðïõ ðñïâëÝðåé ï ðñïçãïýìåíïò ïñéóìüò. ¸ôóé ôá ôåëåõôáßá
øçößá ôçò MVMT áíáðáñÜóôáóçò åßíáé: 00011110 = [1e].

ÊáôÜ áíôéóôïé÷ßá ìå ôçí áíáðáñÜóôáóç MT ïé MVMT áíáðáñáóôÜóåéò ôùí f0; f1

åßíáé ôá n äåîéÜ êáé ôá n áñéóôåñÜ bits áíôßóôïé÷á ôçò áíáðáñÜóôáóçò MVMT (ðïõ
áðïôåëåßôáé áðü 2n bits), áñêåß ç ìåôáâëçôÞ x íá åßíáé äõáäéêÞ. Ç f2 åßíáé ôï XOR
ôùí äýï MVMT áíáðáñáóôÜóåùí.

ÅðåéäÞ ç Ýîïäïò ìéáò áðåéêüíéóçò ôçò ìïñöÞò: f : {0; 1}X{0; 1} : : : X{0; : : : ; u−
1} → {0; 1} åßíáé äõáäéêÞ, éó÷ýïõí êáé ãéá áõôÝò ôéò áðåéêïíßóåéò üëåò ïé éäéüôçôåò êáé
ôá èåùñÞìáôá ðïõ éó÷ýïõí ãéá ôéò ëïãéêÝò óõíáñôÞóåéò ðïõ åîáñôþíôáé áðü äõáäéêÝò
ìåôáâëçôÝò, áñêåß ïé ðáñáðÜíù éäéüôçôåò íá åöáñìüæïíôáé óå äõáäéêÝò ìåôáâëçôÝò.
Ãéá ðáñÜäåéãìá ôá áíáðôýãìáôá Shannon êáé Davio ðïõ åßäáìå ðñïçãïõìÝíùò éó÷ýïõí
êáé ãéá ôéò ðñïáíáöåñèÝíôåò áðåéêïíßóåéò, áñêåß ç ìåôáâëçôÞ x íá åßíáé äõáäéêÞ.

2.1.3 ÂáóéêÝò Ýííïéåò åêöñÜóåùí ESOP

Ïé åðüìåíïé ïñéóìïß áöïñïýí ðïëý-ôéìåò ìåôáâëçôÝò áëëÜ ìðïñïýí åýêïëá íá ïñéóôïýí
êáé ãéá äõáäéêÝò ìåôáâëçôÝò.

Ïñéóìüò 13 ¸óôù XSi
i literals ëïãéêþí ìåôáâëçôþí. Ôüôå C = XS1

1 · · ·XSn
n åßíáé

Ýíá ëïãéêü ãéíüìåíï Þ êýâïò ìéáò ëïãéêÞò óõíÜñôçóçò f ðïõ åîáñôÜôáé áðü ôéò
ìåôáâëçôÝò X1; : : : ; Xn.

Ïñéóìüò 14 ¸íá MVESOP Þ êÜëõììá (cover) åßíáé ìéá Ýêöñáóç ôçò ìïñöÞò:⊕∑
Ci, ðïõ áíáðáñéóôÜ ìéá ëïãéêÞ óõíÜñôçóç f , üðïõ Ci åßíáé êýâïé ôçò f .

ÐáñÜäåéãìá 5 X{0;2}
1 X{0;1}

2 ⊕ X{1;2}
1 X{0}

3 åßíáé Ýíá MVESOP ôçò ëïãéêÞò óõíÜ-
ñôçóçò f : {0; : : : ; 3} × {0; : : : ; 3} × {0; 1} → {0; 1}.

Ïñéóìüò 15 ¸íá åëÜ÷éóôï (Þ áêñéâÝò) MVESOP ìéáò ëïãéêÞò óõíÜñôçóçò f åßíáé
Ýíá êÜëõììá ôçò óõíÜñôçóçò áõôÞò ðïõ áðïôåëåßôáé áðü ôïí åëÜ÷éóôï áñéèìü êýâùí
áíÜìåóá óå üëá ôá äõíáôÜ MVESOPs ôçò f .

Ìéá áíáðáñÜóôáóç åëá÷éóôüñùí åßíáé ìïíáäéêÞ ãéá ìéá ëïãéêÞ óõíÜñôçóç. Äåí
éó÷ýåé ôï ßäéï êáé ãéá ìéá áíáðáñÜóôáóç MVESOP.

Ïñéóìüò 16 Ôï ESOP ìÝãåèïò s(e) åíüò MVESOP e åßíáé ï áñéèìüò ôùí êýâùí
ôïõ. Ôï ESOP âÜñïò w(f) ìéáò ëïãéêÞò óõíÜñôçóçò f åßíáé ï áñéèìüò ôùí êýâùí
óå Ýíá åëÜ÷éóôï MVESOP ôçò f .

Ïñéóìüò 17 ¸óôù e Ýíá MVESOP ôçò óõíÜñôçóçò f êáé l(e) åßíáé ôï Üèñïéóìá
üëùí ôùí ìç ðëåïíÜæïíôùí literals óå üëïõò ôïõò êýâïõò óôï e. Ôï âÜñïò ôùí literals
l(f) ôçò f åßíáé ôï åëÜ÷éóôï l(e) áíÜìåóá óå üëá ôá åëÜ÷éóôá MVESOPs e ôçò f .
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¼ôáí üëåò ïé ìåôáâëçôÝò ôçò óõíÜñôçóçò åßíáé äõáäéêÝò ôüôå Ýíá MVESOP
ëÝãåôáé, áðëïýóôåñá, Ýêöñáóç ESOP.

Ç åöáñìïãÞ ôùí áíáðôõãìÜôùí Shannon êáé Davio ãéá ìéá ëïãéêÞ óõíÜñôçóç,
ðïõ ðåñéÝ÷åé ôï ðïëý ìßá ðïëý-ôéìç ìåôáâëçôÞ, ðáñÜãåé MVESOP åêöñÜóåéò. ¢ìåóç
óõíÝðåéá ôïõ ãåãïíüôïò áõôïý åßíáé üôé áðü ôçí åöáñìïãÞ ôùí ðáñáðÜíù áíáðôõ-
ãìÜôùí ìðïñåß íá ðáñá÷èåß Ýíá Üíù üñéï ãéá ôï ESOP âÜñïò ìéáò óõíÜñôçóçò ùò
w(f) ≤MAX(w(f0) + w(f1); w(f0) + w(f2); w(f1) + w(f2))).

ÐáñÜäåéãìá 6 ¸óôù ç ëïãéêÞ óõíÜñôçóç f : {0; 1}×{0; 1}×{0; 1}×{0; 1} → {0; 1} =
[1230]. Ïé õðïóõíáñôÞóåéò ôçò åßíáé: f1[12]; f0 = [30]; f2 = [22]. Éó÷ýåé: w(f0) =
w(f2) = 1; w(f1) = 2 êáé ìéá åëÜ÷éóôç ESOP Ýêöñáóç ôïõò åßíáé: f1 = (x̄1x̄2)x3 ⊕
x1x̄2x̄3 = [10] ⊕ [02]; f0 = x̄2x3 = [30]; f2 = x1x̄2 = [22]. ¸ôóé ìðïñïýìå íá
ðáñÜãïõìå ôñåéò ESOP åêöñÜóåéò ãéá ôç óõíÜñôçóç f ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôá áíá-
ðôýãìáôá Shannon, èåôéêü êáé áñíçôéêü Davio f = [((x̄1x̄2)x3 ⊕ x1x̄2x̄3)x4] ⊕
[x̄2x3x̄4]; f = [x1x̄2x4] ⊕ [x̄2x3]; f = [x1x̄2x̄4] ⊕ [(x̄1x̄2)x3 ⊕ x1x̄2x̄3]. Ðñïöáíþò
ïé äýï áðü áõôÝò ôéò åêöñÜóåéò áðïôåëïýíôáé áðü 3 üñïõò êáé ìßá áðü 2 üñïõò. ¢ñá
ôåëéêÜ ìðïñïýìå íá âñïýìå ìéá ESOP Ýêöñáóç ìå 2 üñïõò, ïðüôå ôï ESOP âÜñïò
ôçò óõíÜñôçóçò ìðïñåß íá åßíáé ôï ðïëý 2.

Ïñéóìüò 18 ¸íá ê-éóïäýíáìï ìéáò ESOP Ýêöñáóçò ãéá ìéá óõíÜñôçóç f ïñßæåôáé
áõôü ðïõ Ý÷åé ðëÞèïò üñùí ßóï ìå: k + w(f).

ÐáñÜäåéãìá 7 ¸óôù ìéá ëïãéêÞ óõíÜñôçóç f : {0; 1}×{0; 1}×{0; 1}×{0; 1} →
{0; 1} = [1111]. Ç óõíÜñôçóç áõôÞ Ý÷åé ESOP âÜñïò 1 êáé ìéá åëÜ÷éóôç ESOP
Ýêöñáóç åßíáé: f = x̄1x̄2. Ìéá 1-éóïäýíáìç ôçò åßíáé: f = (x̄1x̄2)x3 ⊕ (x̄1x̄2)x̄3.

2.1.4 ÂáóéêÝò Ýííïéåò åêöñÜóåùí ESCT

Ïñéóìüò 19 ¸íáò óýíèåôïò üñïò (complex term Þ Maitra term) ìðïñåß íá ïñéóôåß
áíáäñïìéêÜ ùò:

• Ìßá óôáèåñÞ (0 Þ 1) ëïãéêÞ óõíÜñôçóç åßíáé Ýíáò óýíèåôïò üñïò.

• ¸íá literal ìéáò äõáäéêÞò ìåôáâëçôÞò åßíáé Ýíáò óýíèåôïò üñïò.

• Áí Mi åßíáé Ýíáò óýíèåôïò üñïò êáé G ìéá ôõ÷áßá ëïãéêÞ óõíÜñôçóç (äýï
åéóüäùí, ìéáò åîüäïõ), ôüôå: Mi+1 = G(a;Mi) åßíáé Ýíáò óýíèåôïò üñïò.

ÄéáöïñåôéêÜ ï óýíèåôïò üñïò ïñßæåôáé ùò:
Ui = Gi;n(xn; Gi;n−1(xn−1; Gi;n−2(xn−2; : : : ; Gi;1(x1; y) : : :))),
üðïõ Gi;j åßíáé ìéá ïðïéáäÞðïôå ëïãéêÞ óõíÜñôçóç äýï åéóüäùí ìéáò åîüäïõ

(ïíïìÜæåôáé êýôôáñï Maitra) êáé y óôáèåñÞ åßóïäïò.
Áðü ôïí ðáñáðÜíù ïñéóìü åßíáé áõôïíüçôï, üôé Ýíáò óýíèåôïò üñïò ïñßæåé ìéá

óõãêåêñéìÝíç äéÜôáîç ãéá ôéò ìåôáâëçôÝò ôïõ. ÄçëáäÞ óôïí ðáñáðÜíù ïñéóìü ç
ìåôáâëçôÞ xn åßíáé ç ðéï óçìáíôéêÞ ìåôáâëçôÞ, ç xn−1 ç áìÝóùò ðéï óçìáíôéêÞ
ê.ï.ê. åíþ ç ëéãüôåñï óçìáíôéêÞ ìåôáâëçôÞ åßíáé ç x0.

Ïñéóìüò 20 ¸íá ëïãéêü Üèñïéóìá áðïêëåéóôéêïý Þ (XOR) áðü óýíèåôïõò üñïõò
(Þ ðéï áðëÜ ìéá Ýêöñáóç ESCT - Exclusive or Sum of Complex Terms) ìðïñåß íá
ïñéóôåß ùò: Q =

∑m
i=1⊕Mi, üðïõ s(Q) = m åßíáé ï áñéèìüò ôùí üñùí ìÝóá óôçí

Ýêöñáóç (ìÝãåèïò ôçò Ýêöñáóçò). ¼ëïé ïé üñïé ìÝóá óôçí Ýêöñáóç ðñÝðåé íá Ý÷ïõí
ôçí ßäéá äéÜôáîç ìåôáâëçôþí (variable ordering).
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Åéêüíá 2.1: ÊõôôáñéêÞ äéÜôáîç Maitra.

Ôéò ðáñáðÜíù åêöñÜóåéò ìåëÝôçóå ðñþôïò ï K. K. Maitra ôï 1962 (ãéá áõôü ôï
ëüãï ðïëëÝò öïñÝò ïíïìÜæïíôáé êáé åêöñÜóåéò Maitra) [Mai62]. Ìéá ôÝôïéá Ýêöñáóç
ìðïñåß ðïëý åýêïëá íá áðåéêïíéóôåß óôï õëéêü ìå ôç âïÞèåéá ôçò êõôôáñéêÞò äéÜôáîçò
ôçò åéêüíáò 2.1 (êõôôáñéêÞ äéÜôáîç Maitra - Maitra Cellular Array).

ÊÜèå ôÝôïéá äéÜôáîç áðïôåëåßôáé áðü ìéá áêïëïõèßá êõôôÜñùí, ðïõ êÜèå Ýíá
áðü áõôÜ Ý÷åé äýï åéóüäïõò êáé ìßá Ýîïäï. ÅðéðëÝïí (óôçí áñ÷éêÞ ìïñöÞ ôïõ)
êÜèå Ýíá ìðïñåß íá õëïðïéåß ïðïéáäÞðïôå áðü ôéò äåêáÝîé ðéèáíÝò óõíáñôÞóåéò äýï-
åéóüäùí ìßáò-åîüäïõ. ÓõíÞèùò ìßá áðü ôéò äýï åéóüäïõò ôïõ ðñþôïõ êõôôÜñïõ,
ôñïöïäïôåßôáé ìå óôáèåñü 0 Þ 1 (ãéá óõììåôñßá ìå ôá õðüëïéðá) Ç õëïðïéçèåßóá
óõíÜñôçóç ëáìâÜíåôáé áðü ôçí Ýîïäï ôïõ ôåëåõôáßïõ êõôôÜñïõ.

ÊÜèå óýíèåôïò üñïò ìéáò Ýêöñáóçò ESCT áíôéóôïé÷åß óå ìéá óôÞëç ôçò ðáñáðÜíù
áñ÷éôåêôïíéêÞò. Ðáñáôçñïýìå üôé Ýíáò óýíèåôïò üñïò áíôéóôïé÷åß óå ìéá áêïëïõèßá
áðü êýôôáñá, ôá ïðïßá õëïðïéïýí ôçí ðñÜîç G óôïí áíôßóôïé÷ï ïñéóìü. Ãéá ôï
ëüãï áõôü ðïëëÝò öïñÝò ï óýíèåôïò üñïò ôáõôßæåôáé ìå ôï éóïäýíáìü ôïõ, ôçí
áëõóßäá Maitra (Maitra cascade), óôï åðßðåäï õëïðïßçóçò. Ôï ðñþôï êýôôáñï Maitra
èåùñåßôáé åêåßíï ðïõ Ý÷åé ôç ìßá åßóïäï óôáèåñÞ êáé ßóç ìå 0 (ëéãüôåñï óçìáíôéêÞ
ìåôáâëçôÞ), åíþ ôåëåõôáßï åêåßíï ðïõ âñßóêåôáé ðëçóéÝóôåñá óôï óõëëÝêôç XOR (ðéï
óçìáíôéêÞ ìåôáâëçôÞ).

Áðïäåéêíýåôáé [Min64] ðùò ôá ðáñáðÜíù êýôôáñá äåí åßíáé áðáñáßôçôï íá õëïðïé-
ïýí ïðïéáäÞðïôå ëïãéêÞ óõíÜñôçóç äýï ìåôáâëçôþí. ¸íá óýíïëï áðü ìüíï 6 ëïãéêÝò
óõíáñôÞóåéò åßíáé ðëÞñåò. Ïé áëõóßäåò Maitra ôá ïðïßá ÷ñçóéìïðïéïýí êýôôáñá ðïõ
õëïðïéïýí óõíáñôÞóåéò áðü Ýíá ôÝôïéï óýíïëï, ïíïìÜæïíôáé ðåñéïñéóìÝíåò áëõóßäåò
Maitra (Restricted Maitra Cascades) êáé ãåíéêÜ ïäçãïýí óå ìéêñüôåñåò õëïðïéÞóåéò,
áöïý áðáéôïýíôáé ìüíï 3 bits áíÜ êýôôáñï ãéá ôçí ðåñéãñáöÞ ôïõò, óå áíôßèåóç ìå
ôá 4 bits ðïõ áðáéôïýíôáé áí ôï êÜèå êýôôáñï ðñÝðåé íá õëïðïéåß êáé ôéò 16 ðéèáíÝò
óõíáñôÞóåéò äýï ìåôáâëçôþí åéóüäïõ, ìéáò åîüäïõ. Óôç óõíÝ÷åéá üôáí áíáöåñüìáóôå
óå áëõóßäåò Maitra (Þ óýíèåôïõò üñïõò) èá åííïïýìå ðåñéïñéóìÝíåò áëõóßäåò Maitra
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Ðßíáêáò 2.2: Ôõðéêü óåô óõíáñôÞóåùí êõôôÜñïõ Maitra.
Êýôôáñï ËïãéêÞ ÓõíÜñôçóç

1 x+ y
2 x̄+ y
3 x̄y
4 xy
5 x⊕ y
6 y

(êáé êáôÜ óõíÝðåéá ïé óýíèåôïé üñïé ðïõ èá ÷ñçóéìïðïéïýíôáé áðü ôï óçìåßï áõôü êáé
Ýðåéôá èá ÷ñçóéìïðïéïýí óõíáñôÞóåéò G áðü ôï ðåñéïñéóìÝíï óåô). ÕðÜñ÷ïõí ðïëëÜ
ôÝôïéá ðéèáíÜ óýíïëá ëïãéêþí óõíáñôÞóåùí êáé Ýíá ôõðéêü öáßíåôáé óôïí ðßíáêá 2.2.

Áðü ôïõò ðñïçãïýìåíïõò ïñéóìïýò åßíáé ðñïöáíÝò üôé ïé åêöñÜóåéò ESCT åßíáé
ãåíéêüôåñåò ôùí åêöñÜóåùí ESOP. ÓõãêåêñéìÝíá ìéá Ýêöñáóç ESOP åßíáé ìéá Ýê-
öñáóç ESCT üôáí äåí åðéôñÝðåôáé ìÝóá óôïõò óýíèåôïõò üñïõò íá ÷ñçóéìïðïéïýíôáé
ïé ðñÜîåéò "ëïãéêü Þ" (OR) êáé "ëïãéêü áðïêëåéóôéêü Þ" (XOR). Ïé åêöñÜóåéò
ESOP, ëïéðüí, åßíáé õðïóýíïëï ôùí åêöñÜóåùí ESCT.

ÊáôÜ áíôéóôïé÷ßá ìå ôçí åëÜ÷éóôç ESOP Ýêöñáóç êáé ôï ESOP âÜñïò ìðïñïýí
íá ïñéóôïýí ç åëÜ÷éóôç ESCT Ýêöñáóç êáé ôï ESOP âÜñïò.

Ïñéóìüò 21 ÅëÜ÷éóôç (Þ áêñéâÞò) (minimal Þ exact) ESCT Ýêöñáóç ìéáò ëïãéêÞò
óõíÜñôçóçò f åßíáé ç Ýêöñáóç ç ïðïßá ðåñéÝ÷åé ôïí åëÜ÷éóôï áñéèìü óýíèåôùí üñùí
óå ó÷Ýóç ìå ïðïéáäÞðïôå Üëëç ESCT Ýêöñáóç ãéá ôç óõãêåêñéìÝíç óõíÜñôçóç.

Ïñéóìüò 22 Ôï ESCT âÜñïò (Þ áðëÜ âÜñïò) ìéáò ëïãéêÞò óõíÜñôçóçò ïñßæåôáé ùò
ï áñéèìüò ôùí óýíèåôùí üñùí óå ìéá åëÜ÷éóôç ESCT Ýêöñáóç ôçò óõíÜñôçóçò.

ÐñÝðåé íá ôïíéóôåß üôé ôï ESCT âÜñïò åîáñôÜôáé áðü ôç äéÜôáîç ôùí ìåôáâëçôþí
(ðüóï óçìáíôéêÞ åßíáé ç êÜèå ìåôáâëçôÞ) ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýìå, åíþ áõôü äåí óõìâáßíåé
óôéò åêöñÜóåéò ESOP.

ÐáñÜäåéãìá 8 ¸óôù ç ëïãéêÞ óõíÜñôçóç: f = (x1 ⊕ x2)x3x4 (ç äéÜôáîç ôùí
ìåôáâëçôþí åßíáé: x4 ⊃ x3 ⊃ x2 ⊃ x1). Åßíáé ðñïöáíÝò üôé ç óõíÜñôçóç áõôÞ Ý÷åé
ESCT âÜñïò 1. Áí èåùñÞóïõìå ôçí åðüìåíç äéÜôáîç ìåôáâëçôþí x4 ⊃ x1 ⊃ x2 ⊃ x3

ôüôå ðáßñíïõìå: f = x3x2x4 ⊕ x3x1x4 êáé Ý÷åé âÜñïò 2.

ÐáñÜäåéãìá 9 Ìéá óõíÜñôçóç ïíïìÜæåôáé ûëïðïéÞóéìç ùò Ýíáò üñïò" (cascade re-
alizable) üôáí Ý÷åé âÜñïò 1.

¸÷åé áðïäåé÷ôåß [Min64] üôé ìéá óõíÜñôçóç 2 ìåôáâëçôþí Ý÷åé ðÜíôá âÜñïò 1.

Ïñéóìüò 23 Ïñéóìüò 13 . ¸íá ê-wéóïäýíáìï (k-wequivalent) ìéáò ESCT Ýêöñáóçò
ãéá ìéá óõíÜñôçóç f ïñßæåôáé áõôü ðïõ Ý÷åé ðëÞèïò üñùí ßóï ìå: k + w(f).

¸íáò óýíèåôïò üñïò ìðïñåß íá áíáðáñáóôáèåß áðü ôçí áêïëïõèßá ôùí óõíáñôÞ-
óåùí G Þ äéáöïñåôéêÜ áðü ôá Maitra cells ðïõ ÷ñçóéìïðïéåß. ÄçëáäÞ (èåùñþíôáò üôé
ìéëÜìå ãéá restricted maitra cascades) ìðïñåß íá áíáðáñáóôáèåß áðü ôçí áêïëïõèßá
ôùí äåéêôþí ôïõ Ðßíáêá 2.2 ðïõ õðïäçëþíåé ôéò áíôßóôïé÷åò ðñÜîåéò (èåùñïýìå üôé ãéá
ôçí ðñþôç ðñÜîç ç áñ÷éêÞ åßóïäïò åßíáé 0). ÁõôÞ ç áíáðáñÜóôáóç èá ÷ñçóéìïðïéçèåß
óôç óõíÝ÷åéá ôçò óõãêåêñéìÝíçò åñãáóßáò (cell representation). Ãéá íá äçëþíïõìå
ôç óõãêåêñéìÝíç áíáðáñÜóôáóç èá ôçí ðåñéêëåßïõìå óå ðáñåíèÝóåéò.
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Åéêüíá 2.2: Ðßíáêáò Karnaough êáé ìåôáôñïðÞ óå áíáðáñÜóôáóç cell ôçò óõíÜñôçóçò
[ff60].

ÐáñÜäåéãìá 10 Ï óýíèåôïò üñïò: P = (x1 +x2)x̄3⊕x4 áíáðáñßóôáôáé ùò: (1135)
(âëÝðå Ðßíáêá 2.2).

ÐáñÜäåéãìá 11 ¸óôù ç óõíÜñôçóç: f = (x1⊕x2)x3+x4 = [FF60]. Ç óõíÜñôçóç
áõôÞ ìðïñåß íá áíáðáñáóôáèåß (èåùñþíôáò ùò äéÜôáîç ìåôáâëçôþí ôçí: x4; x3; x2; x1

ìå ôçí êÜèå ìåôáâëçôÞ íá åßíáé ðéï óçìáíôéêÞ áðü áõôÝò ðïõ âñßóêïíôáé äåîéÜ ôçò)
ùò Ýíáò ìüíï óýíèåôïò üñïò: F1(x4; F5(x3; F4(x2; F1(x1; 0)))) = (x4+(x3(x2⊕(x1+
0)))). ×ñçóéìïðïéþíôáò ôçí áíáðáñÜóôáóç cell ï óýíèåôïò üñïò ãñÜöåôáé: (1541).
Ç áíôéóôïé÷ßá üëùí ôùí áíáðáñáóôÜóåùí ôïõ ðáñáðÜíù óýíèåôïõ üñïõ, êáèþò êáé ï
ðßíáêáò Karnaugh ôïõ ðáñïõóéÜæïíôáé óôçí Åéêüíá 2.2.

Ïñéóìüò 24 "Åðßðåäï óôáèåñÞò åéóüäïõ" (Constant Input Level) Þ óýíôïìá CIL(c)
åíüò óýíèåôïõ üñïõ c åßíáé ï áñéèìüò ôùí Maitra cells óôïí üñï ðïõ Ý÷ïõí ìßá áðü
ôéò åéóüäïõò ôïõò óôáèåñü 0.

Ìå Üëëá ëüãéá ôï CIL åßíáé ï áñéèìüò ôùí Maitra cells ôïõ óýíèåôïõ üñïõ ôýðïõ
6, óôçí áñ÷Þ ôïõ üñïõ (Ðßíáêáò 2.2).

ÐáñÜäåéãìá 12 Éó÷ýåé: CIL(66612) = 3.

¸íáò óýíèåôïò üñïò áöïñÜ óõíáñôÞóåéò ðïõ åîáñôþíôáé áðü äõáäéêÝò ìåôáâëçôÝò
åéóüäïõ. Ìðïñïýìå, êáôÜ áíôéóôïé÷ßá, íá ïñßóïõìå ôï éóïäýíáìü ôïõ ãéá ëïãéêÝò
óõíáñôÞóåéò ðïõ Ý÷ïõí ìéá ìåôáâëçôÞ ðïëý-ôéìç.
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Ïñéóìüò 25 ¸óôù xi äõáäéêÝò ìåôáâëçôÝò êáé y ðïëý-ôéìç óôáèåñÜ ðïõ ðáßñíåé
ôéìÝò áðü ôï óýíïëï: {0; : : : ; u−1}, Gi : {0; 1}X{0; 1} → {0; 1}; 2 ≤ i ≤ n åßíáé ìéá
ôõ÷áßá ëïãéêÞ óõíÜñôçóç êáé G1 åßíáé ìéá áðåéêüíéóç ôçò ìïñöÞò: {0; 1}X{0; : : : ; u−
1} → {0; 1}. Ôüôå ç áðåéêüíéóç: Ui = Gn(xn; Gn−1(xn−1; Gn−2(xn−2; : : : ; G1(x1; y) : : :)))
åßíáé Ýíáò mv üñïò (mv-term).

ÊáôÜ áíôéóôïé÷ßá ìå ôïí ïñéóìü ôïõ óýíèåôïõ üñïõ, ïé óõíáñôÞóåéò Gi (2 ≤ i ≤
n) ôïõ mv üñïõ ðñïÝñ÷ïíôáé áðü ôïí Ðßíáêá 2.2. Ç áðåéêüíéóç G1 ïñßæåôáé êáôÜ
áíôéóôïé÷ßá ìå ôéò óõíáñôÞóåéò ôïõ Ðßíáêá 2.2 êáé ç MVMT áíáðáñÜóôáóç ôçò åßíáé
ç õðÝñèåóç ôùí áíáðáñáóôÜóåùí MT êÜèå óõíÜñôçóçò ðïõ ðáñÜãåôáé üôáí èÝóïõìå
ùò åßóïäï êÜèå bit ôçò ðïëý-ôéìçò óôáèåñÜò y óôç óõíÜñôçóç G1.

ÐáñÜäåéãìá 13 ¸óôù Ýíáò mv üñïò ìå ðïëý-ôéìç óôáèåñÜ y = (3) êáé G1(x; y) =
4 (óýìöùíá ìå ôïí Ðßíáêá 2.2 åßíáé ç óõíÜñôçóç xy). Ôüôå ãéá êÜèå bit ôçò
y = 0011 êáôáóêåõÜæïõìå ôçí MT áíáðáñÜóôáóç ôçò óõíÜñôçóçò xy (Maitra cell
function 4). Áõôü óçìáßíåé: F4(x; 0) = [00] (áñéóôåñüôåñï bit), F4(x; 0) = [00],
F4(x; 1) = [10], F4(x; 1) = [10] (äåîéüôåñï bit) (÷ñçóéìïðïéïýìå äõáäéêÞ áíáðáñÜ-
óôáóç óôçí MT ãéá êáëýôåñç êáôáíüçóç). ÊáôÜ óõíÝðåéá êáé óýìöùíá ìå ôïí
ïñéóìü ôçò MVMT áíáðáñÜóôáóçò ï mv üñïò åßíáé: [00110000] Þ óôç óõíÞèç
äåêáåîáäéêÞ ìïñöÞ: [30].

¸íáò mv üñïò ìðïñåß íá áíáðáñáóôáèåß åßôå ìå ôçí MVMT áíáðáñÜóôáóÞ ôïõ
åßôå ùò Ýíáò óýíèåôïò üñïò (ìéá óåéñÜ áðü Maitra cells ðïõ ôçí ïíïìÜæïõìå 2v-term)
ìáæß ìå ìéá ðïëý-ôéìç óôáèåñÜ (y) ðïõ ôçí ïíïìÜæïõìå mv-var. Ç áíáðáñÜóôáóç
áõôÞ (cell representation) åßíáé ßäéá ìå áõôÞ ôïõ óýíèåôïõ üñïõ ìå ôç äéáöïñÜ üôé
åäþ Ý÷ïõìå êáé ôçí mv-var íá ðåñéêëåßåôáé áðü Üãêéóôñá.

ÐáñÜäåéãìá 14 O mv üñïò ({3}434) = yx1x̄2xr, üðïõ y åßíáé ðïëý-ôéìç óôáèåñÜ
êáé x1; x2; x3 åßíáé äõáäéêÝò ìåôáâëçôÝò Ý÷åé 2v-term: (434) êáé mv-var: 3. H
MVMT áíáðáñÜóôáóÞ ôïõ åßíáé: [0030000].

Óçìåéþíåôáé üôé ç óõìðåñéöïñÜ êáé ïé éäéüôçôåò åíüò mv üñïõ åßíáé ßäéåò ìå åêåßíåò
åíüò óýíèåôïõ üñïõ, áñêåß áõôÝò íá áöïñïýí äõáäéêÞ ìåôáâëçôÞ ôïõ.

¼ðùò áíáöÝñèçêå Þäç, ç åöáñìïãÞ ôùí áíáðôõãìÜôùí Shannon êáé Davio ãéá ìéá
ëïãéêÞ óõíÜñôçóç ðáñÜãåé ESOP åêöñÜóåéò. ÄåäïìÝíïõ üôé ïé åêöñÜóåéò ESOP åßíáé
õðïóýíïëï ôùí åêöñÜóåùí ESCT, ôá ðáñáðÜíù äçìéïõñãïýí êáé åêöñÜóåéò ESCT.
¢ìåóç óõíÝðåéá ôïõ ãåãïíüôïò áõôïý åßíáé üôé áðü ôçí åöáñìïãÞ ôùí ðáñáðÜíù
áíáðôõãìÜôùí ìðïñåß íá ðáñá÷èåß Ýíá Üíù üñéï ãéá ôï ESCT âÜñïò ìéáò óõíÜñôçóçò
ùò w(f) ≤MAX(w(f0) + w(f1); w(f0) + w(f2); w(f1) + w(f2))).

2.1.5 Óõããåíåßò ¼ñïé

Äýï óýíèåôïé üñïé ìðïñåß íá "ìïéÜæïõí" ìåôáîý ôïõò. Ï âáèìüò ïìïéüôçôáò ôïõò
áðïôõðþíåôáé óôç èåùñßá ôùí Óõããåíþí ¼ñùí.

Ïñéóìüò 26 Ôá êýôôáñá Maitra ôïõ Ðßíáêá 2.2 ìðïñïýí íá ÷ùñéóôïýí óå ôñßá
óýíïëá (êëÜóåéò êõôôÜñùí Maitra) áíÜëïãá ìå ôçí ïìïéüôçôÜ ôïõò. Ç ðñþôç êëÜóç
ðåñéÝ÷åé ôá êýôôáñá ìå äåßêôåò 1 êáé 3. Ç äåýôåñç ðåñéÝ÷åé ôá êýôôáñá ìå äåßêôåò
2 êáé 4. Ç ôñßôç ðåñéÝ÷åé ôá êýôôáñá ìå äåßêôåò 5 êáé 6. ÓõãêåêñéìÝíá ãéá ôá
êýôôáñá ðïõ ç ìßá áðü ôéò åéóüäïõò ôïõò åßíáé âñá÷õêõêëùìÝíç óå óôáèåñÞ åßóïäï
(åäþ Ý÷ïõìå êÜíåé ôçí ðáñáäï÷Þ üôé ç åßóïäïò áõôÞ åßíáé ìçäÝí), ïé êëÜóåéò åßíáé
ìüíï 2. Ç ðñþôç áðïôåëåßôáé áðü cells ôýðïõ (1; 2) êáé ç äåýôåñç áðü ôï cell ôýðïõ
6.
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Ç ïìïéüôçôá áõôÞ èá öáíåß óôï ËÞììá 2, êáëýôåñá.

Ïñéóìüò 27 Ôï "áíôéðñïóùðåõôéêü Maitra cell" (Representative Maitra cell) ãéá
ôçí êëÜóç Maitra cell (1,3) åßíáé ôï 3. Ôï "áíôéðñïóùðåõôéêü Maitra cell" ãéá
ôçí êëÜóç Maitra cell (2,4) åßíáé ôï 4. Ôï "áíôéðñïóùðåõôéêü Maitra cell" ãéá ôçí
êëÜóç Maitra cell (5,6) åßíáé ôï 6. ÓõãêåêñéìÝíá ãéá ôá Maitra cells ðïõ Ý÷ïõí
ôç ìßá åßóïäü ôïõò âñá÷õêõêëùìÝíç óôï óôáèåñü 0, ôüôå ãéá ôçí êëÜóç (1,2) ï
áíôéðñüóùðïò åßíáé ôï 1 êáé ãéá ôçí (6) åßíáé ðñïöáíþò ôï 6.

Ïñéóìüò 28 ¸íáò ãåííÞôùñ óýíèåôïò üñïò (generator complex term) áðïôåëåßôáé
ìüíï áðü áíôéðñïóùðåõôéêÜ Maitra cells.

Ïñéóìüò 29 Äýï óýíèåôïé üñïé (ìå ôïí ßäéï áñéèìü Maitra cells) Ý÷ïõí ôïí ßäéï
ãåííÞôïñá óýíèåôï üñï áí ôá áíôßóôïé÷á Maitra cells ôïõò áíÞêïõí óôçí ßäéá êëÜóç.
Áõôïß ïé äýï óýíèåôïé üñïé ïíïìÜæïíôáé "óõããåíåßò".

Ïñéóìüò 30 Äýï ESCT åêöñÜóåéò áíÞêïõí óôçí ßäéá ãåííÞôñéá êëÜóç åÜí ãéá
êÜèå óýíèåôï üñï óôçí ðñþôç Ýêöñáóç õðÜñ÷åé Ýíáò óýíèåôïò üñïò óôç äåýôåñç,
ðïõ åßíáé óõããåíÞò ìå ôïí ðñþôï.

ÐáñÜäåéãìá 15 Ïé óýíèåôïé üñïé (1234) êáé (1414) åßíáé óõããåíåßò áöïý üëá ôá
Maitra cells ôïõò áíÞêïõí óôçí ßäéá êëÜóç. Ï ãåííÞôùñ óýíèåôïò üñïò ôïõò åßíáé ï
(1434). Ïé åðüìåíåò äýï ESCT åêöñÜóåéò: Q = (1234) + (6215) êáé R = (1414) +
(6116) áíÞêïõí óôçí ßäéá ãåííÞôñéá êëÜóç áöïý ïé üñïé (1234) êáé (1414) åßíáé
óõããåíåßò êáé åðéðëÝïí ïé üñïé (6215) êáé (6116) åßíáé óõããåíåßò.

Ïé äýï ôåëåõôáßïé ïñéóìïß äçìéïõñãïýí êëÜóåéò áðü óýíèåôïõò üñïõò êáé ESCT
åêöñÜóåéò.

Ïñéóìüò 31 (m-Éóïäýíáìç Ýêöñáóç - m-equivalent expression) Äýï ESCT åêöñÜ-
óåéò åßíáé m-éóïäýíáìåò áí áíÞêïõí óôçí ßäéá ãåííÞôñéá êëÜóç êáé áðåéêïíßæïõí
ôçí ßäéá ëïãéêÞ óõíÜñôçóç f .

ÐáñÜäåéãìá 16 ¸óôù ìéá ESCT Ýêöñáóç Q = (1234) ⊕ (1414) ôçò óõíÜñôçóçò
f = [f300]. Ç ESCT Ýêöñáóç K = (2412)⊕ (2232) åßíáé m-éóïäýíáìç ôçò Q áöïý
ïé äýï áõôÝò åêöñÜóåéò áðåéêïíßæïõí ôçí ßäéá óõíÜñôçóç êáé ïé üñïé (1234); (2412)
êáé (1414); (2232) åßíáé áíÜ äýï óõããåíåßò.
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2.2 ÊëÜóåéò åêöñÜóåùí áðïêëåéóôéêïý Þ

Ìéá ôõ÷áßá ëïãéêÞ óõíÜñôçóç ìðïñåß íá åêöñáóôåß ìå ôç âïÞèåéá ôïõ ôåëåóôÞ "á-
ðïêëåéóôéêü Þ". Ïé åêöñÜóåéò ðïõ ìáò áðáó÷ïëïýí óôç óõãêåêñéìÝíç äéäáêôïñéêÞ
äéáôñéâÞ (ESOP êáé ESCT), áíÞêïõí óôçí êáôçãïñßá ôùí äéåðßðåäùí åêöñÜóåùí ìå
óõëëÝêôç "áðïêëåéóôéêü Þ" (XOR). Åßíáé ãíùóôü [Sas99] üôé ïé åêöñÜóåéò ESOP
åßíáé ïé ðéï ãåíéêÝò åêöñÜóåéò ôçò ðáñáðÜíù êáôçãïñßáò áí ï ìüíïò ôåëåóôÞò ðïõ
÷ñçóéìïðïéåßôáé åêôüò ôïõ óõëëÝêôç XOR åßíáé ç ëïãéêÞ ðñÜîç ÊÁÉ. ¼ðùò èá öáíåß
óå åðüìåíá êåöÜëáéá, ïé åêöñÜóåéò ESCT åßíáé áêüìá ðéï ãåíéêÝò áðü ôéò åêöñÜóåéò
ESOP (áí êáé ðïëëÝò öïñÝò äåí èåùñïýíôáé äéåðßðåäåò). Êñßíåôáé ëïéðüí óêüðéìï
íá ãßíåé ìéá óýíôïìç áíáöïñÜ óôá åßäç ôùí äéåðßðåäùí åêöñÜóåùí ìå óõëëÝêôç
"áðïêëåéóôéêü Þ" þóôå íá ôïíéóôåß áêüìá ðåñéóóüôåñï ç óçìáóßá ôùí åêöñÜóåùí
ESOP êáé ESCT ãéá ôçí õëïðïßçóç ëïãéêþí óõíáñôÞóåùí.

¸óôù ìéá ëïãéêÞ óõíÜñôçóç f ìå n ìåôáâëçôÝò åéóüäïõ. Ç óõíÜñôçóç áõôÞ
ìðïñåß íá ãñáöôåß ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôá áíáðôýãìáôá Shannon, èåôéêü êáé áñíçôéêü
Davio (üðùò èá öáíåß áñãüôåñá).

2.2.1 Positive Polarity Reed-Muller Expressions (PPRM)

×ñçóéìïðïéþíôáò ôï áíÜðôõãìá èåôéêü Davio ãéá íá åêöñÜóïõìå ôç óõíÜñôçóç f ,
óõíáñôÞóåé ôçò ðñþôçò ôçò ìåôáâëçôÞò, èá äçìéïõñãçèåß ìéá Ýêöñáóç XOR. Áí
åêôåëÝóïõìå ôçí ßäéá äéáäéêáóßá, áíáäñïìéêÜ, êáé ãéá ôéò óõíáñôÞóåéò óôï äÝíôñï
ãåííÞôñéá ôçò f , ôüôå èá ðñïêýøåé ìéá Ýêöñáóç XOR ç ïðïßá èá Ý÷åé üëá ôá literals
ôùí ìåôáâëçôþí óôç èåôéêÞ ìïñöÞ ôïõò (äåí èá õðÜñ÷åé xi; i = 1; : : : ; n). Ç Ýêöñáóç
ðïõ èá ðñïêýøåé ïíïìÜæåôáé Positive Polarity Reed-Muller Expression (PPRM ãéá
óõíôïìßá).

Ìéá Ýêöñáóç PPRM åßíáé ìïíáäéêÞ ãéá ìéá óõãêåêñéìÝíç ëïãéêÞ óõíÜñôçóç. Ï
ìÝóïò üñïò áðü ëïãéêïýò üñïõò óå ìéá ôÝôïéá Ýêöñáóç åßíáé 2n−1.

ÐáñÜäåéãìá 17 Ç åðüìåíç Ýêöñáóç: f = 1⊕ x1 ⊕ x2 ⊕ x1x2 åßíáé PPRM.

2.2.2 Fixed Polarity Reed-Muller Expressions (FPRM)

Áíôßóôïé÷ç ìå ôçí PPRM åßíáé ç Ýêöñáóç Fixed Polarity Reed-Muller (FPRM
ãéá óõíôïìßá), ìå ôç äéáöïñÜ üôé ãéá êÜèå ìåôáâëçôÞ ôçò ðáñáðÜíù áíáäñïìéêÞò
äéáäéêáóßáò, ìðïñïýìå íá åðéëÝîïõìå ôç ÷ñÞóç åßôå ôïõ èåôéêïý åßôå ôïõ áñíçôéêïý
Davio áíáðôýãìáôïò. Óôçí Ýêöñáóç FPRM êÜèå ìåôáâëçôÞ ìðïñåß íá âñßóêåôáé
åßôå óôçí êáíïíéêÞ (x) åßôå óôçí óõìðëçñùìáôéêÞ ôçò ìïñöÞ (x̄), áëëÜ äåí ìðïñåß íá
âñßóêåôáé ôáõôü÷ñïíá êáé óôéò äýï.

Ãéá ìéá ôõ÷áßá óõíÜñôçóç n ìåôáâëçôþí ìðïñïýí íá õðÜñ÷ïõí 2n äéáöïñåôéêÝò
åêöñÜóåéò FPRM.

ÐáñÜäåéãìá 18 Ç åðüìåíç Ýêöñáóç: f = x1x2 ⊕ x̄3x̄4 åßíáé FPRM.

2.2.3 Kronecker Expressions (KRO)

Áíôßóôïé÷ç ìå ôçí FPRM åßíáé ç Ýêöñáóç Kronecker, ìå ôç äéáöïñÜ üôé ãéá êÜèå
ìåôáâëçôÞ ôçò ðáñáðÜíù áíáäñïìÞò äéáäéêáóßáò, ìðïñïýìå íá åðéëÝîïõìå åßôå ôç
÷ñÞóç ôïõ áíáðôýãìáôïò Shannon åßôå êÜðïéï áðü ôá áíáðôýãìáôá Davio.

Ãéá ìéá ôõ÷áßá óõíÜñôçóç n ìåôáâëçôþí ìðïñïýí íá õðÜñ÷ïõí 3n äéáöïñåôéêÝò
åêöñÜóåéò Kronecker.

ÐáñÜäåéãìá 19 Ç åðüìåíç Ýêöñáóç: f = x1x2x3 ⊕ x̄1x̄2x̄3 åßíáé Kronecker.
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2.2.4 Pseudo Reed-Muller Expressions (PSDRM)

Áí åêöñÜóïõìå ôçí áñ÷éêÞ ìáò óõíÜñôçóç f ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôá áíáðôýãìáôá Davio
ôüôå äçìéïõñãåßôáé ìéá Ýêöñáóç XOR. Áí åêôåëÝóïõìå ôçí ßäéá äéáäéêáóßá, áíáäñïìéêÜ
óôï äÝíôñï ãåííÞôñéá, áëëÜ ÷ñçóéìïðïéþíôáò, åíäå÷ïìÝíùò, äéáöïñåôéêÞ ó÷Ýóç ãéá
ôçí êÜèå óõíÜñôçóç, ôüôå èá ðñïêýøåé ìéá Ýêöñáóç XOR ç ïðïßá ïíïìÜæåôáé Pseudo
Reed-Muller Expression (PSDRM ãéá óõíôïìßá).

Ãéá ìéá óõãêåêñéìÝíç äéÜôáîç ìåôáâëçôþí ìéáò ëïãéêÞò óõíÜñôçóç n ìåôáâëçôþí
ìðïñïýí íá õðÜñ÷ïõí 22n−1 äéáöïñåôéêÝò åêöñÜóåéò PSDRM.

ÐáñÜäåéãìá 20 Ç åðüìåíç Ýêöñáóç: f = x̄2x̄3x̄4 ⊕ x1x̄3x̄4 ⊕ x1x̄2barx4 ⊕ x1x2x̄3

åßíáé PSDRM.

2.2.5 Pseudo Kronecker Expressions (PSDKRO)

Áíôßóôïé÷ç ìå ôçí PSDRM åßíáé ç Ýêöñáóç Pseudo Kronecker (PSDKRO ãéá óõ-
íôïìßá), ìå ôç äéáöïñÜ üôé óå êÜèå óôÜäéï ôçò áíáäñïìÞò ìðïñïýìå íá åðéëÝîïõìå
ïðïéoäÞðïôå áðü ôá áíáðôýãìáôá Shannon êáé Davio.

Ãéá ìéá óõãêåêñéìÝíç äéÜôáîç ìåôáâëçôþí ìéáò ëïãéêÞò óõíÜñôçóç n ìåôáâëçôþí
ìðïñïýí íá õðÜñ÷ïõí 32n−1 äéáöïñåôéêÝò åêöñÜóåéò PSDKRO.

2.2.6 Generalized Reed-Muller Expressions (GRM)

¸óôù ìéá Ýêöñáóç PPRM ãéá ôç ëïãéêÞ óõíÜñôçóç f . Áí áíôéóôñÝøïõìå ôçí
ðïëéêüôçôá êÜèå literal ôùí ìåôáâëçôþí åéóüäïõ ôçò f ôõ÷áßá, ôüôå ç ðáñáãüìåíç
Ýêöñáóç ïíïìÜæåôáé Generalized Reed-Muller (GRM ãéá óõíôïìßá).

Ãéá ìéá ëïãéêÞ óõíÜñôçóç n ìåôáâëçôþí ìðïñïýí íá õðÜñ÷ïõí 2n2n−1 äéáöïñåôéêÝò
åêöñÜóåéò GRM.

ÐáñÜäåéãìá 21 Ç åðüìåíç Ýêöñáóç: f = x1 ⊕ x2 ⊕ x̄1x̄2 åßíáé GRM.

Ïé ðáñáðÜíù åêöñÜóåéò äåí åßíáé éóïäýíáìåò. ÊÜðïéåò áðü áõôÝò åßíáé õðïêáôç-
ãïñßåò êÜðïéùí Üëëùí. Åêôüò áðü ôéò ðáñáðÜíù åêöñÜóåéò õðÜñ÷ïõí êáé ïé åêöñÜóåéò
ESOP êáé ESCT ðïõ åßíáé ðéï ãåíéêÝò. Ïé ó÷Ýóåéò ìåôáîý ôùí åêöñÜóåùí öáßíïíôáé
óôçí åéêüíá 2.3.

Ïé åêöñÜóåéò ESCT êáé ESOP, üðùò öáßíåôáé êáé áðü ôçí ðáñáðÜíù åéêüíá, åßíáé
ðéï ãåíéêÝò áðü ôéò õðüëïéðåò åêöñÜóåéò XOR. ÅðéðëÝïí áðáéôïýí, êáôÜ ìÝóï üñï,
êáé ìéêñüôåñï áñéèìü üñùí ãéá íá áðåéêïíßóïõí ìéá ôõ÷áßá óõíÜñôçóç.

2.3 ÁíôéóôñÝøéìåò ËïãéêÝò Ðýëåò

Ç åðéóôÞìç ôçò óýíèåóçò ëïãéêþí êõêëùìÜôùí âáóéóìÝíùí óå áíôéóôñÝøéìåò ðýëåò
(reversible logic gates) Ý÷åé âáóéóôåß óôçí áñ÷Þ ôùí von Neumann-Landauer (NVL)
[Fra05] ç ïðïßá õðïóôçñßæåé üôé ïé êïéíÝò ìç áíôéóôñÝøéìåò ëïãéêÝò ðýëåò, ìïéñáßá,
÷Üíïõí åíÝñãåéá áðëÜ êáé ìüíï åðåéäÞ êÜðïéåò áðü ôéò äõíáôÝò êáôáóôÜóåéò åîüäïõ
åîáöáíßæïíôáé. ×ïíäñéêÜ ç åíÝñãåéá ðïõ ÷Üíåôáé ãéá êÜèå Ýîïäï áíôéóôïé÷åß óôçí
åíÝñãåéá ôïõ óÞìáôïò êáé ïöåßëåôáé óôï ëåãüìåíï èåñìéêü èüñõâï (thermal noice).
Ç ðáñáðÜíù áðþëåéá åíÝñãåéáò áíôéóôïé÷åß ôüóï óôçí áðþëåéá ðëçñïöïñßáò üóï
êáé óôçí áðþëåéá ëüãù ôå÷íïëïãéêþí ðáñáãüíôùí (áôÝëåéåò êáôáóêåõÞò ëïãéêþí
ðõëþí êôë). Ãéá êÜèå bit ðëçñïöïñßáò ðïõ ÷Üíåôáé ëüãù ôçò ìç áíôéóôñåøéìüôçôáò
ðáñÜãåôáé KTln2 joules åíÝñãåéáò ðïõ äéá÷Ýåôáé óôï ðåñéâÜëëïí (Ê åßíáé ç óôáèåñÜ
ôïõ Boltzmann êáé T åßíáé ç èåñìïêñáóßá ëåéôïõñãßáò). Áíôßèåôá, ëïãéêÜ êõêëþìáôá
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Åéêüíá 2.3: Ó÷Ýóç ìåôáîý ôùí äéáöïñåôéêþí êëÜóåùí åêöñÜóåùí XOR.

ðïõ óõíôßèåíôáé áðü áíôéóôñÝøéìåò ëïãéêÝò ðýëåò ìðïñïýí íá îáíá÷ñçóéìïðïéÞóïõí
Ýíá êëÜóìá ôçò åíÝñãåéáò ðïõ ÷Üíåôáé áðü ôï èåñìéêü èüñõâï êáé ïöåßëåôáé óôçí
áðþëåéá ôçò ðëçñïöïñßáò. ÌÜëéóôá, èåùñçôéêÜ, ôï êëÜóìá áõôü ìðïñåß íá öôÜóåé
ôï 100%. Ç Üëëç ðáñÜìåôñïò áðþëåéáò åíÝñãåéáò ðïõ ïöåßëåôáé óå ôå÷íïëïãéêïýò
ðáñÜãïíôåò (êáôáóêåõáóôéêÝò áôÝëåéåò) áíáìÝíåôáé íá ìåéþíåôáé üóï ç ôå÷íïëïãßá
âåëôéþíåôáé. Ðáñüëá áõôÜ, ôïõëÜ÷éóôïí ìÝ÷ñé ôþñá, ç äåýôåñç ðáñÜìåôñïò áðþëåéáò
åíÝñãåéáò åßíáé óçìáíôéêÜ ìåãáëýôåñç áðü ôçí ðñþôç (ôïõëÜ÷éóôïí óôéò åðéêñáôÝ-
óôåñåò ôå÷íïëïãßåò ðáñáóêåõÞò ïëïêëçñùìÝíùí êõêëùìÜôùí üðùò óôá êõêëþìáôá
CMOS - Complementary Metal-Oxide Semiconductor). ÊáôÜ óõíÝðåéá ç óýíèåóç
êõêëùìÜôùí ÷ñçóéìïðïéþíôáò áíôéóôñÝøéìåò ðýëåò äåí ðñïóöÝñåé êÜðïéï ïõóéáóôéêü
ðëåïíÝêôçìá.

Åßíáé ðñïöáíÝò áðü ôá ðáñáðÜíù üôé ïé áíôéóôñÝøéìåò ëïãéêÝò ðýëåò èá ãßíïíôáé
üëï êáé ðéï åëêõóôéêÝò ãéá ôç óýíèåóç ëïãéêþí êõêëùìÜôùí ëüãù ôçò Ýìöõôçò
áõôÞò éäéüôçôÜò ôïõò íá ìçí ÷Üíïõí åíÝñãåéá ëüãù áðþëåéáò ðëçñïöïñßáò. Ç óýíèåóç
äçëáäÞ áíôéóôñÝøéìùí êõêëùìÜôùí èá âïçèÞóåé óôçí ðåñáéôÝñù ìåßùóç ôùí áðùëåéþí
åíÝñãåéáò. ¼ðùò åðßóçò èá öáíåß óôï êåöÜëáéï ãéá ôïõò êâáíôéêïýò áëãïñßèìïõò,
üëåò ïé êâáíôéêÝò ðýëåò åßíáé áíôéóôñÝøéìåò êáé üëåò ïé áíôéóôñÝøéìåò ðýëåò ìðïñïýí
íá áðïôåëÝóïõí êâáíôéêïýò ôåëåóôÝò. ÏðïéáäÞðïôå, ëïéðüí, ìÝèïäïò óýíèåóçò êõ-
êëùìÜôùí ðïõ óôçñßæåôáé óå áíôéóôñÝøéìåò ðýëåò, åêôüò ôçò ìåéùìÝíçò êáôáíÜëùóçò
óå åíÝñãåéá, ðñïóöÝñåé êáé ôç (èåùñçôéêÞ) äõíáôüôçôá ôçò áðåõèåßáò óýíèåóçò êáé
ôïõ áíôßóôïé÷ïõ êâáíôéêïý êõêëþìáôïò.

Ïé ðåñéóóüôåñåò áðü ôéò êëáóéêÝò ëïãéêÝò ðýëåò ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýíôáé ãéá ôç
óýíèåóç ëïãéêþí óõíáñôÞóåùí åßíáé ìç áíôéóôñÝøéìåò (irreversible logic gates). ÔÝ-
ôïéåò ðýëåò åßíáé ïé ãíùóôÝò ìáò "ëïãéêü êáé" (AND) êáé "ëïãéêü Þ" (OR). Ðáñüëá
áõôÜ õðÜñ÷ïõí êáé ëïãéêÝò ðýëåò ðïõ åßíáé áíôéóôñÝøéìåò, üðùò ç ðýëç "ëïãéêü
áðïêëåéóôéêü Þ" (XOR), üôáí åðåêôáèåß íá Ý÷åé äýï åéóüäïõ êáé äýï åîüäïõò. Ìéá
ëïãéêÞ ðýëç ëÝãåôáé áíôéóôñÝøéìç üôáí áíôéóôïé÷åß ìå ìïíáäéêü ôñüðï êÜèå äéÜíõóìá
åéóüäïõ óå Ýíá êáé ìïíáäéêü äéÜíõóìá åîüäïõ êáé áíôßóôñïöá (1 - 1 áðåéêüíéóç). Ôï
ðáñáðÜíù ãåãïíüò õðïíïåß, åðßóçò, üôé ïé áíôéóôñÝøéìåò ðýëåò Ý÷ïõí ôïí ßäéï áñéèìü
åéóüäùí êáé åîüäùí. Éó÷ýåé áêüìá üôé Ýíá ëïãéêü êýêëùìá ðïõ óõíôßèåôáé áðü
áíôéóôñÝøéìåò ëïãéêÝò ðýëåò åßíáé êáé ôï ßäéï áíôéóôñÝøéìï.

Óôç óõíÝ÷åéá êÜíïõìå ìéá óýíôïìç áíáöïñÜ óôéò ðéï ãíùóôÝò óôïé÷åéþäåéò á-
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Ðßíáêáò 2.3: ÔõðéêÝò áíôéóôñÝøéìåò ëïãéêÝò ðýëåò.

Ðýëç Åßóïäïé=¸îïäïé ÌáèçìáôéêÞ ðåñéãñáöÞ
Ìéáò åéóüäïõ ìéáò åîüäïõ.

Ôáõôüôçôáò(Identity) a=b b = a
ÁíôéóôñïöÞò(NOT) a=b b = ā

Äýï åéóüäùí äýï åîüäùí.
Áðïêëåéóôéêü Þ(XOR - CNOT) a; b=c; d c = a; d = a⊕ b

Feynman a; b=c; d c = a; d = a+ b
Ôñéþí åéóüäùí ôñéþí åîüäùí.

Fredkin(Controlled swap) a; b; c=d; e; f Áí c = 0: d = a; e = b; f = c,
Áí c = 1: d = b; e = a; f = c

Fredkin(Controlled swap) a,b,c=d,e,f Áí c=0: d=a, e=b, f=c
Áí c=1: d=b, e=a, f=c

To�oli(CC-NOT) a,b,c=d,e,f d = a; e = b,
Áí a; b 6= 1: c = c.

Aí a = b = 1 : f =!c.
ÅíáëëáêôéêÜ: d = a; e = b; f = c⊕ ab

íôéóôñÝøéìåò ëïãéêÝò ðýëåò ôçò âéâëéïãñáößáò, ïé ïðïßåò ÷ñçóéìïðïéïýíôáé ãéá ôç
óýíèåóç áíôéóôñÝøéìùí ëïãéêþí êõêëùìÜôùí (Ðßíáêáò 2.3).

ÁíÜìåóá óôéò ðáñáðÜíù åßíáé ãíùóôü üôé ç ðýëç To�oli åßíáé êáèïëéêÞ (universal)
äçë ìðïñåß íá ÷ñçóéìïðïéçèåß áðü ìüíç ôçò ãéá ôçí õëïðïßçóç ïðïéïõäÞðïôå ëïãéêïý
êõêëþìáôïò.

Ç ðýëç To�oli ({a1; : : : an} → {b1; : : : ; bn}) ìðïñåß íá åðåêôáèåß þóôå íá ïñßæåôáé
ãéá ôç ãåíéêÞ ðåñßðôùóç ôùí n åéóüäùí n åîüäùí ùò:




b1 = a1

b2 = a2

: : :
bn−1 = an−1

bn = an ⊕ a1a2 : : : an−1





ÐåñáéôÝñù ãåíßêåõóç (ÃåíéêåõìÝíç ðýëç To�oli) ôçò ðáñáðÜíù ðýëçò ðáñïõóéÜ-
óôçêå óôéò åñãáóßåò [VR05, RVK07, AM02] êáé ï ôõðéêüò ôçò ïñéóìüò áêïëïõèåß.

Ïñéóìüò 32 Ìéá k*k ãåíéêåõìÝíç ðýëç To�oli (k ∗ k Generalized To�oli gate)
ïñßæåôáé ùò:




b1 = a1

b2 = a2

: : :
bn−1 = an−1

bn = an ⊕ f(a1a2 : : : an−1)





, üðïõ Ai; Pi åßíáé ïé åßóïäïé êáé ïé Ýîïäïé áíôßóôïé÷á ôçò ðýëçò êáé f(a1a2 : : : an−1)
åßíáé ìéá ôõ÷áßá óõíÜñôçóç n− 1 ìåôáâëçôþí.

Óôçí åñãáóßá [AM02] áðïäåéêíýåôáé üôé ç êõôôáñéêÞ áñ÷éôåêôïíéêÞ Maitra (êáé
êáôÜ óõíÝðåéá ïðïéáäÞðïôå ESCT Ýêöñáóç) áíôéóôïé÷åßôáé óå ìéá óõóôïé÷ßá áðü
ãåíéêåõìÝíåò ðýëåò To�oli. Ìéá Üôõðç áðüäåéîç ôïõ ðáñáðÜíù áêïëïõèåß.

Ìéá áëõóßäá Maitra (êáé Üñá Ýíáò óýíèåôïò üñïò) ðïõ áðïôåëåßôáé áðü n êýôôáñá
ìáæß ìå ôï áíôßóôïé÷ï êýôôáñï XOR åßíáé ìéá ãåíéêåõìÝíç ðýëç To�oli (n+1)∗(n+1),
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0

Åéêüíá 2.4: Áñ÷éôåêôïíéêÞ Maitra ùò ðýëåò To�oli.

áöïý, óýìöùíá ìå ôïí Ïñéóìü 19 êáé ôçí åéêüíá 2.4, éó÷ýåé: P1 = A1 = X1; P2 =
A2 = X2; : : : ; Pn = An = Xn; An+1 = 0; Pn+1 = fn(A1A2 : : : An) ⊕ An+1 êáé fn =
Gi;n(xn; Gi;n−1(xn−1; Gi;n−2(xn−2; : : : Gi;1(x1; 0) : : :))) åßíáé ôï áðïôÝëåóìá åíüò ìéáò
áëõóßäáò Maitra(óýìöùíá ìå ôïí ïñéóìü ôïõ óýíèåôïõ üñïõ). Áðü ôï ðáñáðÜíù
Ýðåôáé üôé êáé ìéá ESCT Ýêöñáóç ìðïñåß íá íá áðåéêïíéóôåß ùò áíôéóôñÝøéìï êýêëùìá
áöïý áðïôåëåßôáé áðü áíôéóôñÝøéìåò ðýëåò.
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2.4 Áðåéêüíéóç ESCT åêöñÜóåùí óå ïëïêëçñùìÝíá êõêëþìáôá
FPGA

Ïé åêöñÜóåéò ESCT åßíáé ëïãéêÝò åêöñÜóåéò ïé ïðïßåò ìðïñïýí íá áðåéêïíéóèïýí
óôçí áñ÷éôåêôïíéêÞ êõôôáñéêÞò äéÜôáîçò Maitra. Ôï óçìáíôéêü ðëåïíÝêôçìá ôçò
ðáñáðÜíù áñ÷éôåêôïíéêÞò åßíáé ç áðëüôçôá ôùí êõôôÜñùí ôçò (êýôôáñá äýï åéóüäùí,
ìéáò åîüäïõ ðïõ ÷ñåéÜæåôáé íá áðåéêïíßæïõí ôï ðïëý Ýîé äéáöïñåôéêÝò ëïãéêÝò óõíá-
ñôÞóåéò) êáèþò êáé ç êáíïíéêüôçôá ôçò ßäéáò ôçò äéÜôáîçò, áöïý ôá êýôôáñá ôïðïèå-
ôïýíôáé óå ãñáììÝò êáé óôÞëåò. ¸íá áêüìá ðïëý óçìáíôéêü ÷áñáêôçñéóôéêü åßíáé
ç ðåñéïñéóìÝíç óõíäåóéìüôçôá ìåôáîý ôùí êõôôÜñùí. ÊÜèå êýôôáñï ÷ñåéÜæåôáé íá
óõíäÝåôáé ìüíï ìå ôá äéðëáíÜ ôïõ. Áõôü áðïôåëåß óçìáíôéêü ðëåïíÝêôçìá áöïý
ðåñéïñßæåôáé ç ÷ñÞóç äéáäñüìùí (buses) ðïõ êáôáëáìâÜíïõí óçìáíôéêü ÷þñï óå
Ýíá ïëïêëçñùìÝíï êýêëùìá åíþ äçìéïõñãïýí êáé ðñïâëÞìáôá áöïý ìðïñïýí íá
ïäçãÞóïõí óå ìåéùìÝíç áðüäïóç ôùí ïëïêëçñùìÝíùí êõêëùìÜôùí åÜí áðïôåëÝóïõí
óçìåßá óõìöüñçóçò óôçí áíôáëëáãÞ ðëçñïöïñßáò ìåôáîý ôùí êõôôÜñùí. Ðáñüëá
áõôÜ, ìÝ÷ñé ôç óôéãìÞ áõôÞ, äåí õðÜñ÷åé äéáèÝóéìç åìðïñéêÞ õëïðïßçóç ôçò êõôôáñéêÞò
áñ÷éôåêôïíéêÞò Maitra.

Ôá óçìåñéíÜ åìðïñéêÜ ïëïêëçñùìÝíá êõêëþìáôá (VLSI - Very Large Scale In-
tegration) ìðïñïýí íá ÷ùñéóôïýí óå äýï âáóéêÝò êáôçãïñßåò. Ôá ïëïêëçñùìÝíá
êõêëþìáôá ASIC (Application Speci�c Integrated Circuit) êáé ôá ïëïêëçñùìÝíá
êõêëþìáôá FPGA (Field Programmable Gate Array). Ãéá ôçí êáôáóêåõÞ ìåãÜëùí
åöáñìïãþí êáé ìåãÜëùí ðïóïôÞôùí ïëïêëçñùìÝíùí êõêëùìÜôùí ðñïôéìïýíôáé ôá
êõêëþìáôá ASIC áöïý ìå ôçí ôå÷íéêÞ áõôÞ ðáñÜãïíôáé ïëïêëçñùìÝíá êõêëþìáôá
åîåéäéêåõìÝíá ãéá ôç óõãêåêñéìÝíç åöáñìïãÞ. Ôá ïëïêëçñùìÝíá êõêëþìáôá FPGA,
áðü ôçí Üëëç ðëåõñÜ, áðïôåëïýí áñ÷éôåêôïíéêÝò ãåíéêïý ôýðïõ ðïõ ðåñéÝ÷ïõí ðñï-
ãñáììáôéæüìåíá êýôôáñá êáé ðñïãñáììáôéæüìåíåò óõíäÝóåéò ìåôáîý ôïõò.

Áðü ôçí ðáñáðÜíù ðåñéãñáöÞ ãßíåôáé ðñïöáíÝò üôé ç êõôôáñéêÞ äéÜôáîç Maitra èá
ìðïñïýóå åýêïëá íá êáôáóêåõáóôåß ùò ïëïêëçñùìÝíï êýêëùìá FPGA. ÄåäïìÝíïõ
üìùò üôé äåí õðÜñ÷åé äéáèÝóéìç åìðïñéêÞ õëïðïßçóç, ìðïñïýí íá âñåèïýí ðáñüìïéåò
áñ÷éôåêôïíéêÝò FPGA óôéò ïðïßåò íá ìðïñïýí íá áðåéêïíéóèïýí, áñêåôÜ åýêïëá, ïé
åêöñÜóåéò ESCT.

Ìßá áðü ôéò åìðïñéêÝò áñ÷éôåêôïíéêÝò óôçí ïðïßá ìðïñåß åýêïëá íá áðåéêïíéóèïýí
ïé åêöñÜóåéò ESCT åßíáé ôï ïëïêëçñùìÝíï FPGA Atmel 6000 [Cor99]. ¢ëëåò áñ÷é-
ôåêôïíéêÝò, üðùò ç óåéñÜ Concurrent Logic Cli 6000, åßíáé åðßóçò éäéáßôåñá åëêõóôéêÝò
ãéá ôçí õëïðïßçóç ESCT åêöñÜóåùí.

2.4.1 Óýíôïìç ðåñéãñáöÞ ôçò áñ÷éôåêôïíéêÞò Atmel 6000

Ç óåéñÜ Atmel 6000 åßíáé éäáíéêÞ ãéá ôçí äçìéïõñãßá åðáíá÷ñçóéìïðïéÞóéìùí åðåîå-
ñãáóôþí êáé ãéá ôçí õëïðïßçóç åöáñìïãþí áðáéôçôéêþí óå åðåîåñãáóôéêÞ éó÷ý.

Ïé ôá÷ýôçôåò ëåéôïõñãßá ôïõ ïëïêëçñùìÝíïõ êõêëþìáôïò Atmel 6000 ìðïñïýí
íá îåðåñÜóïõí ôá 100 MHz åíþ ç Ýíôáóç ëåéôïõñãßáò êõìáßíåôáé áðü ôá 15 Ýùò ôá
170 mA.

Ç áñ÷éôåêôïíéêÞ ôçò óåéñÜò Atmel 6000 áðïôåëåßôáé áðü Ýíá óõììåôñéêü äéêôõùôü
(grid) áðü ìéêñÜ êýôôáñá ðïõ åíþíïíôáé óå Ýíá åõÝëéêôï äßêôõï áðü äéáäñüìïõò
(buses). ¼ëï ôï äéêôõùôü ðåñéâÜëëåôáé áðü ðñïãñáììáôéæüìåíåò ìïíÜäåò åéóüäïõ-
åîüäïõ (programmable I/O units).

¸íá ôõðéêü ôÝôïéï FPGA ìðïñåß íá ðåñéÝ÷åé áðü 4.000 Ýùò 30.000 ëïãéêÝò ðýëåò
êáé áðü 1.024 Ýùò 6.400 óõóóùñåõôÝò (registers) êáé ðáñïõóéÜæåôáé óôçí åéêüíá 2.5.

ÊÜèå êýôôáñï, óôçí åéêïíéæüìåíç áñ÷éôåêôïíéêÞ, óõíäÝåôáé ìå ôÝóóåñéò äéáäñüìïõò
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Åéêüíá 2.5: Áñ÷éôåêôïíéêÞ ôïõ ïëïêëçñùìÝíïõ êõêëþìáôïò FPGA Atmel 6000 se-
ries.
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local (ôüóï åßóïäïò üóï êáé Ýîïäïò). Äßðëá óå êÜèå äéÜäñïìï local õðÜñ÷åé êáé ï
äéÜäñïìïò express ï ïðïßïò, åðåéäÞ äåí óõíäÝåôáé áðåõèåßáò ìå ôá êýôôáñá, ìðïñåß íá
÷ñçóéìïðïéçèåß ãéá ôá÷åßá ìåôáöïñÜ ðëçñïöïñßáò ìåôáîý áðïìáêñõóìÝíùí êõôôÜñùí.
Óå êÜèå äéÜäñïìï local ìüíï ìéá åíÝñãåéá åðéôñÝðåôáé óå êÜèå ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ.
¼ðùò ìðïñïýìå íá ðáñáôçñÞóïõìå êÜèå ôÝôïéï êýôôáñï åßíáé ðëÞñùò óõììåôñéêü
êáé ðåñéÝ÷åé ôÝóóåñéò åéóüäïõò êáé äýï åîüäïõò. Óôçí ïõóßá ïé ôÝóóåñéò åßóïäïé
÷ùñßæïíôáé óå äýï êáôçãïñßåò êáé ïäçãïýíôáé áðü äýï äéáöïñåôéêïýò ðïëõðëÝêôåò
(multiplexers). ÊáôÜ óõíÝðåéá ìðïñïýí íá õëïðïéçèïýí óõíáñôÞóåéò äýï åéóüäùí êáé
äýï åîüäùí, åêôüò áðü êÜðïéåò éäéáßôåñåò ðåñéðôþóåéò ðïõ ìðïñïýí íá ÷ñçóéìïðïéçèïýí
êáé ïé åßóïäïé åëÝã÷ïõ EW êáé NS (èá áíáöÝñïíôáé ùò Li) ãéá ôçí õëïðïßçóç
óõíáñôÞóåùí ôñéþí åéóüäùí êáé äýï åîüäùí. Ìßá áðü ôéò åéóüäïõò áõôÝò ïäçãåßôáé
óôï äéÜäñïìï local åíþ ïé Üëëåò äýï ïäçãïýíôáé óôá ãåéôïíéêÜ êýôôáñá.

Ïé äéáöïñåôéêÝò êáôáóôÜóåéò ðïõ ìðïñïýí íá ðñïêýøïõí óå Ýíá êýôôáñï (äçëáäÞ
ïé äéáöïñåôéêÝò óõíáñôÞóåéò ðïõ ìðïñåß íá áðåéêïíßóåé) åßíáé ïé ðáñáêÜôù:

1. Á;L0 = 0; B = A

2. A;L0 = Li; B = Li

3. A;L0 = Li; B = Li

4. A;L0 = A;B = A

5. A;L0 = Li; B = Li

6. A;L0 = B;B = B

7. A;L0 = LiA;B = B

8. A;L0 = B;B = ALi

9. A;L0 = ALi; B = Li

10. A;L0 = Li; B = ALi

11. A;L0 = ALi; B = ALi

12. A;L0 = Li; B = BLi

13. A;L0 = BLi; B = Li

14. A;L0 = Li +B

15. A;L0 = A+ Li

16. A;L0 = ALi; B = BLi

17. A;L0 = BLi; B = ALi

18. A;L0 = A⊕B;B = AB

19. A;L0 = B ⊕ Li; B = BLi

20. A;L0 = ALi ⊕B;B = ALiB

21. A;L0 = ALi +BLi

Ïé Ýîïäïé A;L0 áðü ôéò ðáñáðÜíù åêöñÜóåéò ìðïñïýí íá äéáôçñçèïýí óôï D-
Flip/Flop ôïõ êÜèå êõôôÜñïõ.
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2.4.2 Áðåéêüíéóç ESCT åêöñÜóåùí óôçí áñ÷éôåêôïíéêÞ Atmel 6000

Ç áðåéêüíéóç åêöñÜóåùí ESCT åßíáé ôåôñéììÝíç óôçí áñ÷éôåêôïíéêÞ Atmel 6000.
¸íá êýôôáñï ôçò áñ÷éôåêôïíéêÞò áõôÞò ìðïñåß íá áðåéêïíßóåé ïðïéáäÞðïôå áðü ôéò
Ýîé óõíáñôÞóåéò äýï åéóüäùí ìéáò åîüäïõ ôïõ ôõðéêïý óåô óõíáñôÞóåùí Maitra. Ìéá
ðéèáíÞ áíôéóôïß÷éóç êÜèå óõíÜñôçóçò ôïõ ðáñáðÜíù óåô ìÝóù ôùí óõíáñôÞóåùí ðïõ
õëïðïéïýíôáé áðü ôá êýôôáñá ôçò áñ÷éôåêôïíéêÞò Atmel 6000 öáßíåôáé óôçí åéêüíá
2.6. Ç åßóïäïò x ôïõ êõôôÜñïõ Maitra áíôéóôïé÷åßôáé óôçí åßóïäï Li ôïõ äéáäñüìïõ
local, åíþ ç åßóïäïò/Ýîïäïò y ôïõ êõôôÜñïõ Maitra áíôéóôïé÷åßôáé óôçí åßóïäï/Ýîïäï
A ôïõ êõôôÜñïõ ôçò áñ÷éôåêôïíéêÞò Atmel 6000. Ïé åßóïäïé/Ýîïäïé B åßíáé êáèáñÜ
âïçèçôéêÝò. ÔÝëïò èåùñïýìå üôé üëåò ïé ìåôáâëçôÝò åéóüäïõ ðïõ áíôéóôïé÷ïýí óôç
óõíÜñôçóç åéóüäïõ ôïðïèåôïýíôáé óôïõò äéáäñüìïõò local ìáæß ìå ôéò áíôéóôñïöÝò
ôïõò. Ìå ôçí ðáñáðÜíù ðñïóÝããéóç êÜèå óýíèåôïò üñïò èá äçìéïõñãåßôáé ùò óôÞëç.

Ðáñáôçñïýìå üôé ôá êýôôáñá Maitra ôýðïõ 1, 2 êáé 6 ìðïñïýí íá õëïðïéçèïýí
ìå Ýíá êýôôáñï ôçò áñ÷éôåêôïíéêÞò atmel åíþ ôá êýôôáñá Maitra ôýðïõ 3,4 êáé 5
áðáéôïýí äýï êýôôáñá atmel 6000. Ôá åíäéÜìåóá áðïôåëÝóìáôá ôïõ êÜèå êõôôÜñïõ
ìðïñïýí íá äéáôçñïýíôáé óôï åíóùìáôùìÝíï Flip/Flop, üðùò öáßíåôáé óôçí åéêüíá
2.6. Åêôüò áðü ôá êýôôáñá ôçò Atmel 6000 ðïõ èá áðåéêïíéóèïýí áðåõèåßáò óå
êýôôáñá Maitra, åíäÝ÷åôáé íá ÷ñåéáóôïýí êáé åðéðëÝïí êýôôáñá ãéá äñïìïëüãçóç
(routing) äçëáäÞ ãéá ôç ìåôáöïñÜ êÜðïéáò áðü ôéò åéóüäïõò A;Â;Li óå êÜðïéá áðü
ôéò åîüäïõò A;Â;Li.

Âåâáßùò ç ðáñáðÜíù ðñïóÝããéóç óðáôáëÜ êýôôáñá ãéá äñïìïëüãçóç ïðüôå äåí
åßíáé áñêåôÜ áðïäïôéêÞ.

Óôçí åñãáóßá [AS94, NS95] ðåñéãñÜöåôáé ìÝèïäïò ãéá ðéï áðïäïôéêÞ áðåéêüíéóç
åêöñÜóåùí ESCT óôçí áñ÷éôåêôïíéêÞ FPGA Atmel 6000 ìÝóù ôçò ôå÷íéêÞò ôçò
áíáäßðëùóçò (folding).

Óôçí åñãáóßá áõôÞ èåùñåßôáé üôé ïé ìåôáâëçôÝò åéóüäïõ ôùí óýíèåôùí üñùí
ðïõ èá áðåéêïíéóèïýí ôïðïèåôïýíôáé óôïõò êÜèåôïõò äéáäñüìïõò local ìáæß ìå ôéò
áíôéóôñïöÝò ôïõò. Åðßóçò ïé Ýîïäïé ôïõ êÜèå êõôôÜñïõÁ;Â ìðïñïýí íá ôïðïèåôçèïýí
óå êÜðïéï äéÜäñïìï local, õðü óõãêåêñéìÝíåò ðñïûðïèÝóåéò. Äýï üñïé åëÝã÷ïíôáé ãéá
AB ðáñáëëçëßá (äçëáäÞ åëÝã÷ïíôáé áí ìðïñïýí íá ôïðïèåôçèïýí óôçí ßäéá ãñáììÞ
ôïõ FPGA ãéá åîïéêïíüìçóç ÷þñïõ) ÷ñçóéìïðïéþíôáò 6 êáíüíåò ïé ïðïßïé óôçñßæïíôáé
óôïí õðïëïãéóìü ôçò áðüóôáóçò ôùí literals ôùí ìåôáâëçôþí ôïõò êáèþò êáé óôïí
ôýðï ôùí ëïãéêþí ðñÜîåùí ðïõ ðåñéÝ÷ïõí. ÐáñÜëëçëá äýï üñïé åëÝã÷ïíôáé áí
ìðïñïýí íá ôïðïèåôÞóïõí ôá áðïôåëÝóìáôÜ ôïõò óå Ýíáí äéÜäñïìï local. Áí ìðïñïýí
ôüôå ëÝãïíôáé L-placeable. Õðü óõãêåêñéìÝíåò ðñïûðïèÝóåéò äýï L-placeable üñïé
ìðïñïýí íá ôïðïèåôçèïýí óôçí ßäéá ãñáììÞ ôïõ FPGA. Äýï üñïé ðïõ ìðïñïýí íá
ôïðïèåôçèïýí óôçí ßäéá ãñáììÞ ïíïìÜæïíôáé R-placeable. Ìå âÜóç ôéò ðáñáðÜíù
éäéüôçôåò ðñïêýðôåé ï áëãüñéèìïò ðïõ ðåñéãñÜöåôáé áðü ôá åðüìåíá âÞìáôá.

1. Âñåò ôïõò óýíèåôïõò üñïõò ðïõ åßíáé R-placeable êáé åêåßíïõò ðïõ äåí åßíáé.

2. Êáôáóêåýáóå Ýíá ãñÜöï óõìâáôüôçôáò (compatibility graph).

3. Âñåò ôç âÝëôéóôç êëßêá ìå ìÝãåèïò ìéêñüôåñï áðü ôï ìÝãéóôï áñéèìü üñùí ðïõ
ìðïñïýí íá ôïðïèåôçèïýí óôçí ßäéá ãñáììÞ (åäþ 6).

4. Îåêßíá ìå ôéò êïñõöÝò ðïõ Ý÷ïõí ôï ìéêñüôåñï âáèìü êáé áíÞêïõí óôéò êëßêåò
ðïõ Ý÷ïõí ôï ìåãáëýôåñï åðéôñåðôü ìÝãåèïò. Ïé üñïé ðïõ ôïõò áíôéóôïé÷ïýí
ôïðïèåôïýíôáé óå ìéá ãñáììÞ.

5. ÔïðïèÝôçóå ôïõò üñïõò ðïõ áíÞêïõí óôéò õðüëïéðåò êïñõöÝò ðïõ åíþíïíôáé ìå
ôï ãñÜöï ìå ôïõëÜ÷éóôïí ìéá ãñáììÞ.
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Åéêüíá 2.6: Áíôéóôïß÷éóç êõôôÜñùí Maitra êáé êõôôÜñùí Atmel 6000 ( x óçìáßíåé
x̄).
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6. ÔïðïèÝôçóå ôïõò üñïõò ðïõ áíÞêïõí óôéò êïñõöÝò ðïõ äåí åíþíïíôáé ìå ôï
ãñÜöï óå äéáöïñåôéêÝò ãñáììÝò.
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ÊåöÜëáéï 3

Åëá÷éóôïðïßçóç åêöñÜóåùí ESOP

Computing is not about computers any more.
It is about living.

Author: Nicholas Negroponte

Óôï êåöÜëáéï áõôü èá ðáñïõóéáóôïýí êÜðïéá èåùñÞìáôá ãéá ôçí åëá÷éóôï-
ðïßçóç åêöñÜóåùí MVESOP. Ïé åêöñÜóåéò áõôÝò áðïôåëïýí õðïðåñßðôùóç
ôùí åêöñÜóåùí ESCT, ðïõ áðïôåëïýí ôïí êýñéï óôü÷ï ôçò óõãêåêñéìÝíçò

äéäáêôïñéêÞò äéáôñéâÞò êáé ïé éäéüôçôÝò ôïõò ðáñïõóéÜæïõí ðïëëÝò ïìïéüôçôåò ìå
ôéò áíôßóôïé÷åò ôùí åêöñÜóåùí ESCT. Ôá åðüìåíá èåùñçôéêÜ ðïñßóìáôá ìðïñïýí,
åýêïëá, íá ìåôáöåñèïýí êáé óôéò åêöñÜóåéò ESOP. Èá áðïäåé÷èåß óôï êåöÜëáéï
ãéá åëá÷éóôïðïßçóç óõíáñôÞóåùí ðïëëþí åîüäùí, üôé Ýíá åëÜ÷éóôï MVESOP ìéáò
óõíÜñôçóçò ìïíáäéêÞò åîüäïõ ìðïñåß íá áðåéêïíéóôåß óå ìéá åëÜ÷éóôç ESOP Ýêöñáóç
ìéáò óõíÜñôçóçò ðïëëþí åîüäùí. ÔÝëïò ðñïôåßíåôáé êáé åõñéóôéêÞ ìåèïäïëïãßá ãéá
ôçí MVESOP åëá÷éóôïðïßçóç áôåëþò ïñéóìÝíùí ëïãéêþí óõíáñôÞóåùí.

3.1 ÁêñéâÞò åëá÷éóôïðïßçóç åêöñÜóåùí MVESOP

¸óôù ðëÞñùò ïñéóìÝíç ëïãéêÞ óõíÜñôçóç f , ìïíáäéêÞò åîüäïõ, ç ïðïßá åîáñôÜôáé
áðü n ìåôáâëçôÝò åéóüäïõ. Ç ðñþôç áðü ôéò ìåôáâëçôÝò åßíáé ðïëý-ôéìç åíþ ïé
õðüëïéðåò åßíáé äõáäéêÝò.

ÊÜèå åëÜ÷éóôç Ýêöñáóç MVESOP ãéá ôç óõíÜñôçóç f èá Ý÷åé ôçí ðáñáêÜôù
ìïñöÞ:

f = xa1ga ⊕ xb1gb ⊕ xc1gc (3.1)

Ïé óõíáñôÞóåéò ga; gb; gc äåí åîáñôþíôáé áðü ôç äßôéìç ìåôáâëçôÞ x1 êáé ôá a; b; c
åßíáé, äéáöïñåôéêÜ ìåôáîý ôïõò, õðïóýíïëá ôïõ {0; 1} Þ êåíÜ. ×ùñßò âëÜâç ôçò
ãåíéêüôçôáò ìðïñïýìå íá èåùñÞóïõìå üôé:

w(ga) ≥ w(gb) ≥ w(gc)
¸íá ðñþôï óõìðÝñáóìá ðïõ ðñïêýðôåé áðü ôçí ðáñáðÜíù ó÷Ýóç åßíáé ôï åðüìåíï.

Ðüñéóìá 1 ¸óôù ìéá ëïãéêÞ óõíÜñôçóç f êáé fi; fj ; fk ïé õðïóõíáñôÞóåéò ôçò.
ÅÜí fi åßíáé óôáèåñÞ êáé ßóç ìå 0 ôüôå: w(f) = w(fj) = w(fk).

Óôç óõíÝ÷åéá áíáðôýóóïíôáé èåùñÞìáôá ãéá ôçí åýñåóç åëá÷ßóôùí MVESOP
åêöñÜóåùí ìéáò óõíÜñôçóçò áðü ôéò MVESOP åêöñÜóåéò ôùí õðïóõíáñôÞóåþí ôçò.
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Èåþñçìá 1 Áí ôï âÜñïò ôçò óõíÜñôçóçò f åßíáé ìéêñüôåñï ôïõ 6 ôüôå üëåò ïé
åëÜ÷éóôåò MVESOP åêöñÜóåéò ôçò ìðïñïýí íá âñåèïýí áðü ôéò åëÜ÷éóôåò MVESOP
åêöñÜóåéò ôùí õðïóõíáñôÞóåþí ôçò.
Áðüäåéîç.

• Áí ôá b; c åßíáé êåíÜ êáé ôï a äåí åßíáé, ôüôå w(f) = w(ga) êáé ç ga åßíáé
õðïóõíÜñôçóç ôçò f .

• Áí ôï c åßíáé êåíü êáé ôá a; b äåí åßíáé, ôüôå ìéá åëÜ÷éóôç MVESOP Ýêöñáóç
ôçò f ìðïñåß íá ðñïÝëèåé áðåõèåßáò áðü ôéò åëÜ÷éóôåò MVESOP åêöñÜóåéò
ôùí a; b (áöïý ç ìïñöÞ ðïõ èá ó÷çìáôéóôåß èá åßíáé ìßá åê ôùí áíáðôõãìÜôùí
Shannon, èåôéêü, áñíçôéêü Davio).

• Áí ôá a; b; c äåí åßíáé êåíÜ, ôüôå ç ðáñáðÜíù MVESOP Ýêöñáóç ôçò f ìðïñåß
íá ãñáöôåß ùò:

f = xa1(ga ⊕ gc)⊕ xb1(gb ⊕ gc)

Áöïý ôï âÜñïò ôçò óõíÜñôçóçò åßíáé ìéêñüôåñï áðü 6, êáé åðåéäÞ w(ga) ≥
w(gb) ≥ w(gc) ðñïêýðôåé üôé w(gc) = 1 (äçë ç åëÜ÷éóôç MVESOP Ýêöñáóç
ôçò áðïôåëåßôáé áðü Ýíá êáé ìüíï ëïãéêü ãéíüìåíï). ÅðéðëÝïí éó÷ýåé:

w(f) = w(ga) + w(gb) + 1 êáé w(gb) ≤ w(ga) ≤ 3.

ÅðéðëÝïí éó÷ýïõí:

{ w(fi) ≤ w(ga) + 1, üðïõ ç fi = ga ⊕ gc åßíáé õðïóõíÜñôçóç ôçò f .
{ Áíôßóôïé÷á w(fi) ≤ w(gb) + 1.
{ w(fi) + w(fj) ≥ w(ga) + w(gb) + 1, áöïý w(fi) + w(fj) ≥ w(f).

Ïé ìüíïé Ýãêõñïé óõíäõáóìïß ãéá ôá w(fi); w(fj) åßíáé:

1. w(fi) = w(ga) + w(gc); w(fj) = w(gb) + w(gc).
2. w(fi) = w(ga)+w(gc); w(fj) = w(gb) (áðáéôåßôáé ç 1-éóïäýíáìç Ýêöñáóç

ãéá ôçí fj).
3. w(fi) = w(ga); w(fj) = w(gb)+w(gc) (áðáéôåßôáé ç 1-éóïäýíáìç Ýêöñáóç

ãéá ôçí fi).

äéáöïñåôéêÜ w(f) 6= w(ga) + w(gb) + w(gc).

Óôçí ðñþôç ðåñßðôùóç áöïý üëá ôá åëÜ÷éóôá MVESOPs ôùí õðïóõíáñôÞóåùí
èåùñïýíôáé ãíùóôÜ, õðÜñ÷åé Ýíáò êïéíüò MVESOP üñïò ê (áõôüò ðïõ áðïôåëåß
ôçí Ýêöñáóç ôçò gc). Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ ìðïñïýìå íá ðÜñïõìå áðåõèåßáò
ìéá åëÜ÷éóôç Ýêöñáóç ãéá ôçí f áðü ôéò ga; gb; gc.

Óôç äåýôåñç êáé ôñßôç ðåñßðôùóç ôïõëÜ÷éóôïí ìßá áðü ôéò fi; fj Ý÷åé ôïí üñï ê
óå êÜðïéá áðü ôéò åëÜ÷éóôåò åêöñÜóåéò, ãéá ðáñÜäåéãìá ç fi óôçí ðåñßðôùóç 2. Áò
åîåôÜóïõìå, ÷ùñßò âëÜâç ôçò ãåíéêüôçôáò, ôçí ðåñßðôùóç 2 ìüíï.

Ãéá êÜèå åëÜ÷éóôï MVESOP(F1) ôçò fi, Ýóôù Ýíáò ôõ÷áßïò üñïò (ê′) ôïõ MVESOP
áõôïý. Äçìéïõñãïýìå ôç óõíÜñôçóç g1 = fj ⊕ k′ (áíáêáëýðôïõìå ìå áõôü ôïí
ôñüðï ôéò êáôÜëëçëåò 1-éóïäýíáìåò). Ôï âÜñïò ôçò óõíÜñôçóçò áõôÞò äåí ìðïñåß
íá åßíáé ëéãüôåñï áðü áõôü ôçò gb, áöïý ôüôå ìðïñåß íá áðïäåé÷ôåß åýêïëá üôé
ìðïñåß íá äçìéïõñãçèåß Ýêöñáóç ãéá ôçí f ìå áñéèìü üñùí ìéêñüôåñï ôïõ âÜñïõò
ôçò. ÅÜí ï üñïò ê′ ðïõ äéáëÝîáìå åßíáé ï ê, ôüôå w(g1) = w(gb) êáé ìðïñïýìå íá
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äçìéïõñãÞóïõìå ìéá åëÜ÷éóôç Ýêöñáóç ãéá ôçí f áðü ôéò ga = F1=k′; gb = g1; gc = k′.
Ç åëÜ÷éóôç Ýêöñáóç èá åßíáé: f = xa(F1=k′)⊕ xb(g1)⊕ xc(k′).
¦

Ôï Èåþñçìá 1 êáëýðôåé üëåò ôéò äõíáôÝò ðåñéðôþóåéò åëÜ÷éóôçò MVESOP Ýêöñá-
óçò ãéá ìéá ôõ÷áßá ëïãéêÞ óõíÜñôçóç ìå ôï ðïëý ìßá ðïëý-ôéìç ìåôáâëçôÞ åéóüäïõ.
ÊáôÜ óõíÝðåéá, ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôç ìåèïäïëïãßá ðïõ ðåñéãñÜöåé, ìðïñïýìå íá åíôï-
ðßóïõìå êÜèå åëÜ÷éóôç MVESOP Ýêöñáóç ãéá ìéá óõíÜñôçóç ìå âÜñïò ìéêñüôåñï
ôïõ 6.

Ðüñéóìá 2 ¸óôù ìéá ëïãéêÞ óõíÜñôçóç f ìå ESOP âÜñïò ìéêñüôåñï ôïõ 6. Ôüôå
ìðïñïýìå íá åíôïðßóïõìå üëåò ôéò åëÜ÷éóôåò åêöñÜóåéò ôçò f áðü ôéò åëÜ÷éóôåò
åêöñÜóåéò ôùí õðïóõíáñôÞóåþí ôçò.
¦

Óôï åðüìåíï èåþñçìá èá åîåôÜóïõìå óõíáñôÞóåéò ìå âÜñïò ìåãáëýôåñï ôïõ 6 êáé
ìéêñüôåñï ôïõ 8.

Èåþñçìá 2 ¸óôù ëïãéêÞ óõíÜñôçóç ESOP âÜñïò ìéêñüôåñï ôïõ 8. Ôüôå ôïõëÜ-
÷éóôïí ìéá åëÜ÷éóôç Ýêöñáóç MVESOP ìðïñåß íá áðïêôçèåß áðü ôéò åëÜ÷éóôåò
MVESOP åêöñÜóåéò ôùí õðïóõíáñôÞóåþí ôçò.
Áðüäåéîç.
ÊÜíïõìå ôéò ßäéåò ðáñáäï÷Ýò ìå áõôÝò ôïõ ÈåùñÞìáôïò 1. ÅðéðëÝïí åðåéäÞ ôï âÜñïò
ôçò óõíÜñôçóçò åßíáé ìéêñüôåñï áðü 8, èá ðñÝðåé: w(gc) < 3. ¼ôáí w(gc) = 1, ôüôå
ç áðüäåéîç åßíáé áíôßóôïé÷ç ìå áõôÞ ôïõ èåùñÞìáôïò 1.

¼ôáí w(gc) = 2, ôüôå: w(gb) ≤ w(ga) ≤ 4, êáé áðü ôï Èåþñçìá 1 üëåò ïé
åëÜ÷éóôåò MVESOP åêöñÜóåéò ãéá ôçí f ìðïñïýí íá áðïêôçèïýí. Ïé ìüíåò äõíáôÝò
ðåñéðôþóåéò ãéá ôá âÜñç ôùí õðïóõíáñôÞóåùí fi; fj åßíáé:

1. w(fi) + w(fj) = w(f) + w(gc) = w(f) + 2. Óôç óõãêåêñéìÝíç ðåñßðôùóç ç
áðüäåéîç åßíáé áíôßóôïé÷ç ìå áõôÞ ôïõ ÈåùñÞìáôïò 1, ìå ôç äéáöïñÜ üôé ç
áíáæÞôçóç ðñáãìáôïðïéåßôáé ãéá äýï êïéíïýò üñïõò.

2. w(fi)+w(fj) = w(f)+w(gc) = w(f). Óôç óõãêåêñéìÝíç ðåñßðôùóç ìðïñïýìå
íá áðïêôÞóïõìå áðåõèåßáò ìéá åëÜ÷éóôç MVESOP Ýêöñáóç ãéá ôçí f áðü
ôéò åëÜ÷éóôåò MVESOP åêöñÜóåéò ôùí õðïóõíáñôÞóåþí ôçò. Ç ìïñöÞ ôçò
ðáñáãüìåíçò Ýêöñáóç åßíáé: f = xifi ⊕ xjfj ; xi 6= xj ; xi; xj = x; x̄; 1.

3. w(fi) + w(fj) = w(f) + 1 = w(ga) + w(gb) + 3. Åäþ äéáêñßíïõìå äýï
õðïðåñéðôþóåéò:

• w(fi) = w(ga) + w(gc) = w(ga) + 2; w(fj) = w(gb) + 1 (áðáéôåßôáé ç
1-éóïäýíáìç Ýêöñáóç ãéá ôçí fj).

• w(fi) = w(ga) + 1; w(fj) = w(ga) + w(gc) = w(gb) + 2 (áðáéôåßôáé ç
1-éóïäýíáìç Ýêöñáóç ãéá ôçí fi).

×ùñßò âëÜâç ôçò ãåíéêüôçôáò èåùñïýìå: w(fi) = w(ga) + 2. ÅðåéäÞ ôï âÜñïò
ôçò õðïóõíÜñôçóçò fi åßíáé ìéêñüôåñï áðü 6, ìðïñïýìå íá áðïêôÞóïõìå üëåò
ôéò åëÜ÷éóôåò åêöñÜóåéò ôçò. ¸óôù F1 ìéá åëÜ÷éóôç MVESOP Ýêöñáóç ôçò
fi êáé ê′; ê′′ äýï ôõ÷áßïé MVESOP üñïé ôçò F1. Äçìéïõñãïýìå ôç óõíÜñôçóç
g3 = fj ⊕ k′ ⊕ k′′ (áíáêáëýðôïõìå ìå áõôü ôïí ôñüðï ôéò êáôÜëëçëåò 1-
éóïäýíáìåò). Ç áðüäåéîç ãéá ôçí ðåñßðôùóç áõôÞ áêïëïõèåß ôéò ðåñéðôþóåéò
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2,3 ôïõ ÈåùñÞìáôïò 1, áöïý áí: w(g3) = w(gb) ôüôå ç k′ ⊕ k′′ åßíáé ìéá
MVESOP Ýêöñáóç ôçò óõíÜñôçóçò gc êáé ìéá åëÜ÷éóôç MVESOP Ýêöñáóç
ôçò f ðáñÜãåôáé ùò: g = xa(F1=k′=k′′)⊕ xb(g3)⊕ xc(k′ ⊕ k′′).
¦

ÐñÝðåé íá ôïíéóôåß üôé ç ðåñßðôùóç 2 ôïõ ÈåùñÞìáôïò 2 áðáãïñåýåé ôçí áíáêáôá-
óêåõÞ üëùí ôùí åëá÷ßóôùí MVESOP åêöñÜóåùí ôçò óõíÜñôçóçò áðü ôéò åëÜ÷éóôåò
MVESOP åêöñÜóåéò ôùí õðïóõíáñôÞóåþí ôçò (áí ôï ESOP âÜñïò ôçò óõíÜñôçóçò
åßíáé ìéêñüôåñï áðü 8).

Ðüñéóìá 3 ÔïõëÜ÷éóôïí ìéá åëÜ÷éóôç MVESOP Ýêöñáóç ãéá ìéá ëïãéêÞ óõíÜñôçóç
ìå âÜñïò ìéêñüôåñï ôïõ 8 ìðïñåß íá áðïêôçèåß áðü ôéò åëÜ÷éóôåò MVESOP åêöñÜóåéò
ôùí õðïóõíáñôÞóåþí ôçò.
¦

Ôï óõìðÝñáóìá åßíáé üôé ãéá íá åíôïðßóïõìå ìéá åëÜ÷éóôç MVESOP Ýêöñáóç ãéá
ìéá ëïãéêÞ óõíÜñôçóç, ìå ESOP âÜñïò ìéêñüôåñï ôïõ 8, èá ðñÝðåé íá óõã÷ùíåõôïýí
ôï ðïëý 2 MVESOP üñïé ìåôáîý åëÜ÷éóôùí Þ 1-éóïäýíáìùí åêöñÜóåùí ôùí õðïóõ-
íáñôÞóåþí ôçò.

Ç ðáñáðÜíù èåùñßá ðñïôåßíåé ìéá óõãêåêñéìÝíç ìåèïäïëïãßá ãéá ôçí åýñåóç
åëÜ÷éóôùí MVESOP åêöñÜóåùí (áðü áõôÝò åßíáé ôåôñéììÝíç ç ìÝèïäïò ãéá ôç äçìéïõ-
ñãßá ôùí ESOP åêöñÜóåùí ôçò áñ÷éêÞò óõíÜñôçóçò). Ç ìåèïäïëïãßá áõôÞ åßíáé áíá-
äñïìéêÞ êáé óôçñßæåôáé óôçí áðïóýíèåóç ôçò óõíÜñôçóçò åéóüäïõ óôéò õðïóõíáñôÞóåéò
ôçò äçìéïõñãþíôáò Ýôóé ôï äÝíôñï-ãåííÞôñéá ôçò. ÊÜèå êüìâïò ôïõ äÝíôñïõ á-
íôéðñïóùðåýåé óõíáñôÞóåéò ðïõ Ý÷ïõí ìßá ëéãüôåñç ìåôáâëçôÞ åéóüäïõ áðü áõôÝò
ðïõ âñßóêïíôáé óôïõò êüìâïõò Ýíá åðßðåäï ðéï êïíôÜ óôç ñßæá (óôçí ïõóßá ôéò
õðïóõíáñôÞóåéò ôçò óõíÜñôçóçò ðïõ áíôéóôïé÷åß óôïí êüìâï). Ç äçìéïõñãßá MVESOP
åêöñÜóåùí ãéá ìéá óõíÜñôçóç ðïõ áíôéóôïé÷åß óå êÜðïéï êüìâï ôïõ äÝíôñïõ ðñáãìá-
ôïðïéåßôáé áðü ôéò MVESOP åêöñÜóåéò ôùí õðïóõíáñôÞóåþí ôçò (ôùí óõíáñôÞóåùí
ðïõ áíôéóôïé÷ïýí óôá êëáäéÜ ôïõ êüìâïõ ôçò). ÌéëÜìå, êáôÜ óõíÝðåéá, ãéá ìéá
"áðü êÜôù ðñïò ôá ðÜíù" (bottom-up) äéáäéêáóßá, üðïõ áðü ëéãüôåñåò ìåôáâëçôÝò
êáôáóêåõÜæïõìå åêöñÜóåéò ãéá óõíáñôÞóåéò ðåñéóóïôÝñùí ìåôáâëçôþí. Óå êÜèå
óôÜäéï ôçò äéáäéêáóßáò ôï ESOP âÜñïò ôçò óõíÜñôçóçò áõîÜíåôáé Þ ìÝíåé ßóï ìå
ôï âÜñïò ôùí õðïóõíáñôÞóåþí ôçò.

¼ôáí êÜðïéá óõíÜñôçóç óôï äÝíôñï-ãåííÞôñéá åßíáé ßóç ìå ôï ìçäÝí ôüôå ïé
MVESOP åêöñÜóåéò ãéá ôç óõíÜñôçóç ðïõ âñßóêåôáé óôïí êüìâï ðáôÝñá áõôÞò,
óôï äÝíôñï, ðáñÜãïíôáé åýêïëá óýìöùíá ìå ôá ðáñáðÜíù èåùñÞìáôá (ïíïìÜæïõìå
ôç äéáäéêáóßá áõôÞ Simple Combine). Ç ðåñßðôùóç áõôÞ åßíáé ç ðéï åõíïúêÞ, êáé
óõíÜìá ç ðéï åðéèõìçôÞ, ðïõ óõíáíôÜôáé êáôÜ ôçí åêôåëïýìåíç áíáäñïìÞ. Óôçí
ðåñßðôùóç áõôÞ ôï âÜñïò ôçò óõíÜñôçóçò åßíáé ßóï ìå ôï âÜñïò ôùí ìç óôáèåñþí
õðïóõíáñôÞóåþí ôçò. ÄçëáäÞ ôï âÜñïò ôçò óõíÜñôçóçò, óôï óôÜäéï áõôü ôçò áíá-
äñïìÞò, äåí áõîÜíåé.

ÐáñÜäåéãìá 22 ¸óôù ëïãéêÞ óõíÜñôçóç: f = x{1}1 x{0;1}2 ⊕ x{1}1 x{0}2 . Ôüôå: f1 =
f2 = x{0;1}2 ⊕ x{0}2 êáé f0 = 0 (ïé õðïóõíáñôÞóåéò ðáñÜãïíôáé ùò ðñïò ôç ìåôáâëçôÞ
x1 ðïõ åßíáé äõáäéêÞ). Ç MVESOP Ýêöñáóç x{1}2 åßíáé ìéá åëÜ÷éóôç MVESOP
Ýêöñáóç ôçò f2. Ôüôå ìéá åëÜ÷éóôç MVESOP Ýêöñáóç ôçò f áðïêôÜôáé ðïëëáðëá-
óéÜæïíôáò ìå x{1}1 êáé åßíáé: x{1}1 x{1}2 .

Åðßóçò èåùñåßôáé ôåôñéììÝíç ç åýñåóç åëÜ÷éóôçò MVESOP Ýêöñáóçò ãéá ôéò
óõíáñôÞóåéò ðïõ âñßóêïíôáé óôá öýëëá ôïõ äÝíôñïõ (áíôéðñïóùðåýïõí ôçí ðïëý-ôéìç
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ìåôáâëçôÞ). ¸ôóé åßíáé äõíáôÞ ç óýíèåóç åëá÷ßóôùí ÌVESOP åêöñÜóåùí ãéá ìéá
óõíÜñôçóç ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôéò åëÜ÷éóôåò MVESOP åêöñÜóåéò ôùí õðïóõíáñôÞóåùí
ðïõ âñßóêïíôáé óôá êëáäéÜ ôçò. Áõôü ãßíåôáé ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôá áíáðôýãìáôá
Shannon, Positive Davio êáé Negative Davio. Ïé åêöñÜóåéò ôùí õðïóõíáñôÞóåùí
ìðïñïýí íá ðåñéÝ÷ïõí ßäéïõò üñïõò. Ïé üñïé áõôïß óõã÷ùíåýïíôáé (ç äéáäéêáóßá áõôÞ
ïíïìÜæåôáé Common Combine). Ãéá êÜèå êüìâï ôïõ äÝíôñïõ äéáôçñïýíôáé ìüíï
åêåßíåò ïé åêöñÜóåéò ïé ïðïßåò åßíáé åëÜ÷éóôåò MVESOP ôçò áíôßóôïé÷çò óõíÜñôçóçò.

ÐáñÜäåéãìá 23 ¸óôù ëïãéêÞ óõíÜñôçóç: f = x{1}1 x{1}2 x{1}3 ⊕x{1}1 x{1}2 x{1}4 ⊕x{0}1 x{1}3 ⊕
x{0}1 x{1}2 x{1}4 . ¼ëåò ïé õðïóõíáñôÞóåéò ôçò ðáñáðÜíù óõíÜñôçóçò, ùò ðñïò ôç äõáäéêÞ
ìåôáâëçôÞ x1, åßíáé ìç ìçäåíéêÝò. Ìéá åëÜ÷éóôç MVESOP Ýêöñáóç ãéá ôéò f1; f0

åßíáé f1 = x{1}2 x{1}3 ⊕ x{1}2 x{1}4 , f0 = x{1}3 ⊕ x{1}2 x{1}4 áíôßóôïé÷á. Ðáñáôçñïýìå
üôé áíÜìåóá óôéò åëÜ÷éóôåò åêöñÜóåéò ôùí f1; f0 õðÜñ÷åé Ýíáò êïéíüò êýâïò: P1 =
x{1}2 x{1}4 . Óôçí ôåëéêÞ åëÜ÷éóôç MVESOP Ýêöñáóç ôçò f ï êýâïò P1 ôçò MVESOP
Ýêöñáóçò ôçò f1 êáé ï êýâïò P1 ôçò f0 èá óõã÷ùíåõôïýí óå Ýíáí êýâï ôçò ìïñöÞò:
P1x

{0;1}
1 = P1. H ôåëéêÞ åëÜ÷éóôç MVESOP Ýêöñáóç ôçò f åßíáé: x{1}1 x{1}2 x{1}3 ⊕

x{0;1}1 x{1}2 x{1}4 ⊕ x{0}1 x{1}3 .

Ðáñáôçñïýìå üìùò áðü ôç èåùñßá ðïõ áíáðôý÷èçêå, üôé ãéá íá âñåèïýí ïé åëÜ÷é-
óôåò MVESOP åêöñÜóåéò ìéáò óõíÜñôçóçò ðñÝðåé, ðïëëÝò öïñÝò, íá Ý÷ïõìå ü÷é ìüíï
ôéò åëÜ÷éóôåò MVESOP åêöñÜóåéò ôùí óõíáñôÞóåùí ðïõ áíôéóôïé÷ïýí óôá êëáäéÜ
ôçò áëëÜ êáé ôéò 1-éóïäýíáìÝò ôïõò (áõôü ðñïêýðôåé áðü ôéò ðáñáðÜíù áðïäåßîåéò
ôùí èåùñçìÜôùí êáé ãéá óõíáñôÞóåéò ìå âÜñïò ìéêñüôåñï áðü 8). Ôá ðáñáðÜíù
èåùñÞìáôá ìáò ðáñïõóéÜæïõí ôéò ðñïûðïèÝóåéò áëëÜ êáé ôç ìåèïäïëïãßá ãéá ôçí
ðáñáãùãÞ ôùí 1-éóïäýíáìùí åêöñÜóåùí áðü ôéò áíôßóôïé÷åò åëÜ÷éóôåò åêöñÜóåéò
(ôç äéáäéêáóßá ðïõ óôçñßæåôáé óôá èåùñÞìáôá 1 êáé 2 ãéá ôçí åýñåóç åëá÷ßóôùí
åêöñÜóåùí áðü ìç åëÜ÷éóôåò MVESOP åêöñÜóåéò ôùí õðïóõíáñôÞóåùí ôçí ïíïìÜ-
æïõìå Recursive Combine).

ÐáñÜäåéãìá 24 ¸óôù ìéá ëïãéêÞ óõíÜñôçóç ôåóóÜñùí ìåôáâëçôþí åéóüäïõ ìå
ôçí åðüìåíç MVMT áíáðáñÜóôáóç: f = [2a52]. Ç óõíÜñôçóç áõôÞ Ý÷åé ESOP
âÜñïò 4. Ìéá åëÜ÷éóôç MVESOP Ýêöñáóç ôçò f1 õðïóõíÜñôçóçò åßíáé: f1 =
x{1}2 x{1}3 x{1}4 ⊕x{1}4 . Ó÷çìáôßæïõìå ôç óõíÜñôçóç g = x{1}2 x{1}3 x{1}4 ⊕f2 = [f8] êáé ôçí
åëá÷éóôïðïéïýìå. Ç óõíÜñôçóç áõôÞ Ý÷åé ESOP âÜñïò 2. Ìéá åëÜ÷éóôç MVESOP
ÝêöñáóÞ ôçò åßíáé: x{0}2 x{1}3 x{1}4 ⊕ x{1}2 . Ìéá åëÜ÷éóôç MVESOP Ýêöñáóç ãéá ôçí
f ðáñÜãåôáé ùò: f = x{0;1}1 x{1}4 ⊕ x{1}1 x{1}2 x{1}3 x{1}4 ⊕ x{0}1 (x{0}2 x{1}3 x{1}4 ⊕ x{1}2 ).

ÁðïôÝëåóìá ôçò ðáñáðÜíù èåùñßáò Þôáí ç äçìéïõñãßá ôïõ áëãïñßèìïõ Find Exact.
Ï áëãüñéèìïò áõôüò åíôïðßæåé åëÜ÷éóôåò MVESOP åêöñÜóåéò ãéá ïðïéáäÞðïôå ëïãéêÞ
óõíÜñôçóç ìå âÜñïò ôï ðïëý 7 êáé áíåîáñôÞôùò ôïõ áñéèìïý ôùí åéóüäùí êáé ôïõ
áñéèìïý ôùí åîüäùí ôçò.

3.2 ÅõñéóôéêÞ åëá÷éóôïðïßçóç åêöñÜóåùí MVESOP ãéá áôåëþò
ïñéóìÝíåò ëïãéêÝò óõíáñôÞóåéò

Ìéá ëïãéêÞ óõíÜñôçóç ðåñéãñÜöåé ôç óõìðåñéöïñÜ åíüò ëïãéêïý êõêëþìáôïò. ÊÜèå
äõíáôüò óõíäõáóìüò ôéìþí åéóüäïõ ðáñÜãåé êÜðïéá óõãêåêñéìÝíç Ýîïäï. Óå ðïëëÝò
ðñáêôéêÝò åöáñìïãÝò, üìùò, õðÜñ÷åé ðåñßðôùóç, êÜðïéïé óõíäõáóìïß åéóüäùí íá
ìçí Ý÷ïõí êÜðïéï íüçìá, äçëáäÞ ïé åßóïäïé áõôïß íá ìçí ìðïñïýí íá åìöáíéóôïýí

c©ÄçìÞôñéïò Âïõäïýñçò - Åëá÷éóôïðïßçóç åêöñÜóåùí "áðïêëåéóôéêïý Þ" 55



Åíüôçôá 3.2. ÅÕÑÉÓÔÉÊÇ ÅËÁ×ÉÓÔÏÐÏÉÇÓÇ ÅÊÖÑÁÓÅÙÍ MVESOP ÃÉÁ ÁÔÅËÙÓ ÏÑÉÓÌÅÍÅÓ ËÏÃÉÊÅÓ
ÓÕÍÁÑÔÇÓÅÉÓ

óôéò ðñáãìáôéêÝò óõíèÞêåò ëåéôïõñãßáò ôïõ ëïãéêïý êõêëþìáôïò. Óôéò ðåñéðôþóåéò
áõôÝò ôá ðñïáíáöåñèÝíôá êõêëþìáôá ðåñéãñÜöïíôáé áðü áôåëþò ïñéóìÝíåò ëïãéêÝò
óõíáñôÞóåéò (don't care functions). Ç ôéìÞ ôçò ðáñáðÜíù óõíÜñôçóçò ãéá åéóüäïõò
ðïõ äåí Ý÷ïõí íüçìá èåùñïýìå üôé äåí åßíáé ïñéóìÝíç äçëáäÞ ìðïñïýìå íá ôç èåù-
ñÞóïõìå, êáôÜ âïýëçóç, åßôå 1 åßôå 0. ÓõíÞèùò ôÝôïéåò óõíáñôÞóåéò ôéò åêöñÜæïõìå
êáèïñßæïíôáò ôüóï ôïõò áäéÜöïñïõò åëá÷éóôüñïõò, ãéá ôïõò ïðïßïõò ç ðáñáðÜíù
óõíÜñôçóç äåí ïñßæåôáé (don't care terms), üóï êáé åêåßíïõò ãéá ôïõò ïðïßïõò ç
ðáñáðÜíù óõíÜñôçóç Ý÷åé ôéìÞ 1 (ON set). Ìéá ðëÞñùò ïñéóìÝíç ëïãéêÞ óõíÜñôçóç
ìðïñåß íá ïñéóôåß äßíïíôáò, áðëÜ, ôï ON set ôçò. Óýìöùíá ëïéðüí ìå ôá ðñïçãïýìåíá,
ìéá áôåëþò ïñéóìÝíç ëïãéêÞ óõíÜñôçóç ðïëëþí åîüäùí ìðïñåß íá ïñéóôåß ÷ñçóéìï-
ðïéþíôáò ìéá MVMT áíáðáñÜóôáóç ãéá ôï ON set ôùí åîüäùí ôçò êáé ìéá MVMT
áíáðáñÜóôáóç ãéá ôï DC set.

Åßíáé ðñïöáíÝò üôé ç ýðáñîç áäéÜöïñùí üñùí óå ìéá ëïãéêÞ óõíÜñôçóç äßíåé
êÜðïéá ðëåïíåêôÞìáôá, äçìéïõñãåß üìùò êáé ìåéïíåêôÞìáôá. Ôá ðëåïíåêôÞìáôá
áöïñïýí ôï âÜñïò ôçò óõíÜñôçóçò, ôï ïðïßï äõíçôéêÜ åßíáé ìéêñüôåñï óå ó÷Ýóç
ìå ôçí áíôßóôïé÷ç ðëÞñùò ïñéóìÝíç ëïãéêÞ óõíÜñôçóç. Ôï ìåéïíÝêôçìá åßíáé üôé
ç åýñåóç ôïõ âÜñïõò åßíáé áêüìá ðéï äýóêïëç óå ó÷Ýóç ìå ìéá ðëÞñùò ïñéóìÝíç
ëïãéêÞ óõíÜñôçóç.

Ç åýñåóç ôïõ âÜñïõò ìéáò áôåëþò ïñéóìÝíçò ëïãéêÞò óõíÜñôçóçò f ìðïñåß íá
ðåñéãñáöåß ùò:




O = ON-SET(f)
D = DC-SET(f)
G = P (O ∪ P (D))(P óõìâïëßæåé ôï äõíáìïóýíïëï)
w(f) = MIN∀g∈G(w(g))





Ìå Üëëá ëüãéá ç åýñåóç ôïõ âÜñïõò ìéáò áôåëþò ïñéóìÝíçò ëïãéêÞò óõíÜñôçóçò
éóïäõíáìåß ìå ôçí áíÜèåóç üëùí ôùí äõíáôþí ôéìþí óôïõò åëá÷éóôüñïõò ðïõ áðïôåëïýí
ôï dc set ôçò óõíÜñôçóçò, åëá÷éóôïðïßçóç ôçò êÜèå óõíÜñôçóçò îå÷ùñéóôÜ, ðïõ
äçìéïõñãåßôáé áðü ôçí Ýíùóç ôïõ on set ìå åêåßíïõò ôïõò åëá÷éóôüñïõò áðü ôï dc
set óôïõò ïðïßïõò ôÝèçêå ôéìÞ 1, êáé åðéëïãÞ áõôÞò ìå ôï ìéêñüôåñï âÜñïò.

Óôá ðëáßóéá ôçò óõãêåêñéìÝíçò äéäáêôïñéêÞò äéáôñéâÞò áíáðôý÷èçêáí åõñéóôéêÝò
ìÝèïäïé åýñåóçò ó÷åäüí åëá÷ßóôùí MVESOP åêöñÜóåùí ãéá áôåëþò ïñéóìÝíåò óõíá-
ñôÞóåéò ìïíáäéêÞò åîüäïõ ðïõ åîáñôþíôáé, üìùò, áðü ôï ðïëý ìßá ðïëý-ôéìç ìåôáâëçôÞ
åéóüäïõ.

3.2.1 Ðñïôåéíüìåíç Ìåèïäïëïãßá

Ç ìåèïäïëïãßá ðïõ ðñïôåßíåôáé ìïéÜæåé ìå áõôÞí ðïõ ðáñïõóéÜóôçêå óôçí åíüôçôá 3.1
ãéá ðëÞñùò ïñéóìÝíåò ëïãéêÝò óõíáñôÞóåéò êáé åßíáé åõñéóôéêÞ, äçëáäÞ äåí åããõÜôáé
ôï âÝëôéóôï ôùí áðïôåëåóìÜôùí. Åßíáé üìùò ðñïóáñìïóìÝíç óôéò éäéáéôåñüôçôåò ôùí
áôåëþò ïñéóìÝíùí ëïãéêþí óõíáñôÞóåùí. Óôçñßæåôáé óôçí ëïãéêÞ ôçò áðïóýíèåóçò
ìéáò ëïãéêÞò óõíÜñôçóçò óôéò õðïóõíáñôÞóåéò ôçò. Áðü ôéò åëÜ÷éóôåò MVESOP
åêöñÜóåéò ôùí õðïóõíáñôÞóåùí ðáñÜãïõìå (ó÷åäüí) åëÜ÷éóôåò MVESOP åêöñÜóåéò
ãéá ôç óõíÜñôçóç ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôá áíáðôýãìáôá Shannon êáé Davio, åíþ ðáñÜë-
ëçëá öñïíôßæïõìå íá óõã÷ùíåýïíôáé ïé êïéíïß üñïé ðïõ ôõ÷üí õðÜñ÷ïõí áíÜìåóá
óôéò åêöñÜóåéò ôùí õðïóõíáñôÞóåùí. Ç óõã÷þíåõóç ãßíåôáé ìå âÜóç ôç ó÷Ýóç:
xct ⊕ xdt = xc⊕dt; xcxd = x; x̄; 1; xc⊕d = xc ⊕ xd. ×ñçóéìïðïéïýíôáé êáé åäþ ïé
ðñÜîåéò Simple Combine, Common Combine ðïõ ïñßóôçêáí óôçí åíüôçôá 3.1 ãéá
ôç äçìéïõñãßá MVESOP åêöñÜóåùí ìéáò óõíÜñôçóçò áðü ôéò åëÜ÷éóôåò MVESOP
åêöñÜóåéò ôùí õðïóõíáñÞóåþí ôçò. Åäþ, üìùò, äåí ÷ñçóéìïðïéåßôáé ç ðñÜîç Recur-
sive combine.
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Ïé âáóéêÝò äéáöïñÝò ôçò ðñïôåéíüìåíçò ìåèïäïëïãßáò, óå ó÷Ýóç ìå áõôÞí ôçò
åíüôçôáò 3.1 óõíïøßæïíôáé óôá ðáñáêÜôù:

• Äåí ÷ñçóéìïðïéåßôáé ç ðñÜîç Recursive combine ç ïðïßá áõîÜíåé ôçí ðïëõðëï-
êüôçôá ôçò ìåèïäïëïãßáò êáé êáôÜ óõíÝðåéá êáé ôïõò ÷ñüíïõò åêôÝëåóçò ôùí
áíôßóôïé÷ùí áëãïñßèìùí. Õðåíèõìßæåôáé üôé ôï ðñüâëçìá ôçò åëá÷éóôïðïßçóçò
áôåëþò ïñéóìÝíùí óõíáñôÞóåùí åßíáé áñêåôÜ ðéï äýóêïëï áðü ôï áíôßóôïé÷ï
ôçò åëá÷éóôïðïßçóçò ðëÞñùò ïñéóìÝíùí óõíáñôÞóåùí, êáôÜ óõíÝðåéá Ýðñåðå íá
ãßíïõí êÜðïéåò áðëïðïéÞóåéò.

• Óôï óôÜäéï ôçò áðïóýíèåóçò üôáí ìéá õðïóõíÜñôçóç, óôï äÝíôñï ãåííÞôñéá,
Ý÷åé åëá÷éóôüñïõò ðïõ áíÞêïõí óôï o� set êáé óôï dc set êáé êáèüëïõ åëá÷é-
óôüñïõò ðïõ íá áíÞêïõí óôï on set ôüôå ïé åëá÷éóôüñïé ôïõ dc set ìåôáöÝñïíôáé
óôï o� set êáé ç õðïóõíÜñôçóç áõôÞ èåùñåßôáé óôáèåñÞ êáé ßóç ìå ôï 0. Ç
ðáñáäï÷Þ áõôÞ áðëïðïéåß óçìáíôéêÜ ôç äéáäéêáóßá åíþ åðéðëÝïí åããõÜôáé üôé
ôï õðïëïãéæüìåíï âÜñïò ôçò óõíÜñôçóçò åéóüäïõ, óôï óõãêåêñéìÝíï óôÜäéï ôçò
áíáäñïìÞò, äåí èá áõîçèåß (Ðüñéóìá 1).

• Óå êÜèå óôÜäéï ôçò óýíèåóçò ç ðáñáãüìåíç Ýêöñáóç ðñÝðåé íá åëÝã÷åôáé üôé
åðáëçèåýåé ôç óõíÜñôçóç. Áõôü óõìâáßíåé åðåéäÞ ç ìåôáöïñÜ åëá÷éóôüñùí áðü
ôï dc set óôï o� set (ð÷ üôáí ìéá õðïóõíÜñôçóç ôßèåôáé ßóç ìå ôï 0 åðåéäÞ üëïé ïé
åëá÷éóôüñïé ôçò áíÞêïõí óôï DC êáé OFF set) ðñáãìáôïðïéåßôáé áíåîÜñôçôá
ãéá êÜèå õðïóõíÜñôçóç ìÝóá óôï äÝíôñï ãåííÞôñéá. Ðáñüëá áõôÜ üëåò ïé
õðïóõíáñôÞóåéò äåí åßíáé áíåîÜñôçôåò ìåôáîý ôïõò. ¸ôóé ãéá ðáñÜäåéãìá Ýíá
dc üñïò ìðïñåß íá ðÜåé óôï o� set ãéá ôçí õðïóõíÜñôçóç f1 ìéáò óõíÜñôçóçò f
óå êÜðïéï êüìâï ôïõ äÝíôñïõ ãåííÞôñéá, ÷ùñßò üìùò ôï ßäéï íá óõìâåß êáé ãéá
ôçí õðïóõíÜñôçóç f2.

• Óôï óôÜäéï ôçò óýíèåóçò, óå êÜèå êüìâï ôïõ äÝíôñïõ ãåííÞôñéá, áíÜëïãá ìå
ôï ðüóåò áðü ôéò õðïóõíáñôÞóåéò åßíáé óôáèåñÝò êáé ßóåò ìå ôï 0 Ý÷ïõìå ôéò
ðáñáêÜôù ðåñéðôþóåéò:

{ Áí êáìéÜ õðïóõíÜñôçóç äåí åßíáé ìçäÝí, ôüôå ïé åêöñÜóåéò ãéá ôç óõíÜñôçóç
ðáñÜãïíôáé áðü ôá áíáðôýãìáôá Shannon êáé Davio óõã÷ùíåýïíôáò ôïõò
êïéíïýò üñïõò. Ïé åêöñÜóåéò ðïõ äéáôçñïýíôáé åßíáé áõôÝò ìå ôï ìéêñüôåñï
áñéèìü üñùí êáé åêåßíåò ðïõ åðáëçèåýïõí ôç óõíÜñôçóç.

{ Áí ìßá áêñéâþò õðïóõíÜñôçóç åßíáé ìçäÝí ôüôå ïé åêöñÜóåéò ãéá ôç óõ-
íÜñôçóç ðáñÜãïíôáé áðü ôïõò ðáñáêÜôù ôýðïõò (ôñïðïðïéçìÝíá Shannon
êáé Davio áíáðôýãìáôá):
∗ ÅÜí f0 = 0 ôüôå: f = xf1; f = xf2; f = f1 ⊕ x̄f2.
∗ ÅÜí f1 = 0 ôüôå: f = x̄f0; f = x̄f2; f = f0 ⊕ xf2.
∗ ÅÜí f2 = 0 ôüôå: f = f0; f = f1; f = xf1 ⊕ x̄f0.

Ïé åêöñÜóåéò ðïõ äéáôçñïýíôáé åßíáé áõôÝò ìå ôï ìéêñüôåñï áñéèìü üñùí
êáé åêåßíåò ðïõ åðáëçèåýïõí ôç óõíÜñôçóç.

{ Áí äýï áêñéâþò õðïóõíáñôÞóåéò åßíáé ìçäÝí ôüôå ïé åêöñÜóåéò ãéá ôç
óõíÜñôçóç ðáñÜãïíôáé áðü ôïõò ðáñáêÜôù ôýðïõò (ôñïðïðïéçìÝíá Shan-
non êáé Davio áíáðôýãìáôá):
∗ ÅÜí f0 = 0; f1 = 0 ôüôå: f = xf2; f = x̄f2.
∗ ÅÜí f0 = 0; f2 = 0 ôüôå: f = xf1; f = f1.
∗ ÅÜí f1 = 0; f2 = 0 ôüôå: f = x̄f0; f = f0.
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ÕðïóõíáñôÞóåéò MVMT MVESOP ÅêöñÜóåéò
f111, f112 [01dd] X{2}, X{0;2}, X{1;2}, X{0;1;2}

f110 [0010] X{1}

f101, f011, f021, f201 [0d1d] X{1}, X{0;1}, X{1;2}, X{0;1;2}

f100 [0d10] X{1}, X{1;2}

f010 [0011] X{0;1}

f001 [0d01] X{0}, X{0;2}

f002, f020, f220 [0dd1] X{0}, X{0;1}, X{0;2}, X{0;1;2}

f210 [0001] X{0}

Ðßíáêáò 3.1: ÐáñáãùãÞ ôùí MVESOP åêöñÜóåùí ôùí öýëëùí ôçò óõíÜñôçóçò ôïõ
ðáñáäåßãìáôïò 25.

Ìéá åöáñìïãÞ ôçò ðñïôåéíüìåíçò ìåèïäïëïãßáò ðáñïõóéÜæåôáé óôï ðáñÜäåéãìá
25.

ÐáñÜäåéãìá 25 ¸óôù f ìéá óõíÜñôçóç ìå 3 åéóüäïõò êáé 3 åîüäïõò. Ç áíáðáñÜ-
óôáóç MVMT ãéá áõôÞ ôç óõíÜñôçóç åßíáé [01dd 0010 0d1d 0d10 0d1d 0011 0d01 0dd0].
Ïé áíáðáñáóôÜóåéò MVMT ôùí õðïóõíáñôÞóåùí åßíáé [0d1d 0011 0d01 0dd0],
[01dd 0010 0d1d 0d10] êáé [0ddd 0001 0d1d 0dd0] ãéá ôéò f0, f1 êáé f2 áíôßóôïé÷á.

Äçìéïõñãåßôáé ôï äÝíôñï-ãåííÞôñéá ôçò óõíÜñôçóçò (Åéêüíá 3.1). Ïé åêöñÜóåéò
ðïõ äçìéïõñãïýíôáé ãéá ôéò óõíáñôÞóåéò ðïõ áíôéóôïé÷ïýí óôá öýëëá ôïõ ðáñáðÜíù
äÝíôñïõ áðåéêïíßæïíôáé óôïí Ðßíáêá 3.1. Ãéá ôç óõíÜñôçóç êÜèå êüìâïõ, ðÜíù áðü
ôï åðßðåäï ôùí öýëëùí, äçìéïõñãïýíôáé ó÷åäüí åëÜ÷éóôåò MVESOP åêöñÜóåéò áðü
ôéò ó÷åäüí åëÜ÷éóôåò MVESOP åêöñÜóåéò ôùí óõíáñôÞóåùí ðïõ áíôéóôïé÷ïýí óôá
êëáäéÜ ôïõ. Èá åîåôáóôåß ðéï áíáëõôéêÜ ç ðáñáãùãÞ ôùí MVESOP åêöñÜóåùí ôçò
óõíÜñôçóçò f11 êáé f22 áöïý áõôÝò áíôéðñïóùðåýïõí ÷áñáêôçñéóôéêÝò ðåñéðôþóåéò
ôçò ðñïôåéíüìåíçò ìåèïäïëïãßáò.

• ÅëÝã÷ïõìå ôéò óõíáñôÞóåéò ðïõ áíôéóôïé÷ïýí óôá êëáäéÜ ôïõ êüìâïõ ôçò f11.
Ç õðïóõíÜñôçóç f110 Ý÷åé ìüíï ìéá Ýêöñáóç: X{1}. Ïé åêöñÜóåéò ãéá ôçí
f111 åßíáé X{2}, X{1;2}, X{0;2}, X{0;1;2} êáé ïé åêöñÜóåéò ãéá ôçí f112 åßíáé
X{2}, X{1;2}, X{0;2}, X{0;1;2}.

Ï áñéèìüò ôùí ðáñáãüìåíùí åêöñÜóåùí ãéá ôçí f11 åßíáé 1 · 4 + 1 · 4 + 4 ·
4 = 24. ¼ðùò Ý÷åé åîçãçèåß, äåí åßíáé áðáñáßôçôï üëåò áõôÝò ïé åêöñÜóåéò
åðáëçèåýïõí ôçí f11, åðïìÝíùò ðñÝðåé íá ôéò åëÝãîïõìå.

Óýìöùíá ìå ôï áíÜðôõãìá Shannon (f11 = x{0}3 f110 ⊕ x{1}3 f111), 4 åêöñÜóåéò
ðáñÜãïíôáé, ïé ïðïßåò éêáíïðïéïýí ôçí f11: x{0}3 X{1} ⊕ x{1}3 X{2}, x{0}3 X{1} ⊕
x{1}3 X{1;2}, x{0}3 X{1} ⊕ x{1}3 X{0;2}, x{0}3 X{1} ⊕ x{1}3 X{0;1;2}.

Óýìöùíá ìå ôï áíÜðôõãìá èåôéêü Davio (f11 = f110 ⊕ x{1}3 f112), 4 óùóôÝò
åêöñÜóåéò ðáñÜãïíôáé: X{1}⊕x{1}3 X{2}, X{1}⊕x{1}3 X{1;2}, X{1}⊕x{1}3 X{0;2},
X{1} ⊕ x{1}3 X{0;1;2}.

Ôï áíÜðôõãìá áñíçôéêü Davio (f11 = f111⊕x{0}3 f112) ïäçãåß óå 16 åêöñÜóåéò,
áëëÜ ìüíï 4 áðü áõôÝò åðáëçèåýïõí ôçí f11: X{2} ⊕ x{0}3 X{1;2}, X{1;2} ⊕
x{0}3 X{2}, X{0;2}⊕x{0}3 X{0;1;2}, X{0;1;2}⊕x{0}3 X{0;2}. Ïé Üëëåò 12 åêöñÜóåéò,
ðïõ äåí åðáëçèåýïõí ôçí f11, áðïññßðôïíôáé, ð.÷. ç Ýêöñáóç X{2}⊕x{0}3 X{2}.
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Åéêüíá 3.1: ÄÝíôñï ãåííÞôñéá ôçò óõíÜñôçóçò ôïõ ðáñáäåßãìáôïò 25.

• Áò åîåôÜóïõìå ôçí f22 ôïõ ðáñáäåßãìáôïò óôçí Åéêüíá 25. Ïé õðïóõíáñôÞóåéò
f221 êáé f222 åßíáé ßóåò ìå ôï ìçäÝí. Ïé åêöñÜóåéò ôçò f220 åßíáé ïé X{0},
X{0;2}, X{0;1}, X{0;1;2}. ×ñçóéìïðïéïýìå ôéò åîéóþóåéò f22 = x{0}3 f220 êáé
f22 = f220 êáé ïé ðáñáãüìåíåò åêöñÜóåéò ãéá ôçí f22 åßíáé ïé x{0}3 X{0},
x{0}3 X{0;2}, x{0}3 X{0;1}, x{0}3 X{0;1;2}, X{0}, X{0;2}, X{0;1} êáé X{0;1;2}. ¼ëåò
ïé ðáñáðÜíù åêöñÜóåéò åðáëçèåýïõí ôçí f22.

H ðáñáðÜíù ìåèïäïëïãßá õëïðïéåßôáé óôïõò áëãïñßèìïõò DCMIN êáé QuickD-
CMin ðïõ ðáñïõóéÜæïíôáé óôï ÊåöÜëáéï 6.
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ÊåöÜëáéï 4

Åëá÷éóôïðïßçóç åêöñÜóåùí ESCT

A computer is like an Old Testament god,
with a lot of rules and no mercy.

Author: Joseph Campbell

Óôï êåöÜëáéï áõôü èá ðáñïõóéáóôåß ï èåùñçôéêüò öïñìáëéóìüò ãéá ôçí åýñåóç
åëÜ÷éóôùí ESCT åêöñÜóåùí ãéá ôõ÷áßá ëïãéêÞ óõíÜñôçóç. Ç èåùñçôéêÞ
áõôÞ ðñïóÝããéóç áðïôåëåß ôç ñá÷ïêïêáëéÜ ôçò äéäáêôïñéêÞò äéáôñéâÞò. ¼ðùò

èá öáíåß êáé óôç óõíÝ÷åéá, õðÜñ÷ïõí áñêåôÝò ïìïéüôçôåò óôçí åëá÷éóôïðïßçóç åêöñÜ-
óåùí ESCT ìå ôçí åëá÷éóôïðïßçóç åêöñÜóåùí ESOP. Èá ãßíåé üìùò öáíåñü, üôé ç
åëá÷éóôïðïßçóç ESCT åêöñÜóåùí åßíáé óçìáíôéêÜ ðéï äýóêïëç áðü ôçí áíôßóôïé÷ç
ôùí ESOP åêöñÜóåùí áëëÜ, ðñïöáíþò, äßíåé êáëýôåñá áðïôåëÝóìáôá (ìéêñüôåñï
áñéèìü üñùí). Áêïëïõèïýíôáé ôñåéò âáóéêÝò ðñïóåããßóåéò. Óôçí ðñþôç äçìéïõñãïý-
íôáé åëÜ÷éóôåò ESCT åêöñÜóåéò åíþíïíôáò êïéíïýò (Þ óõããåíåßò) üñïõò áíÜìåóá óå
åëÜ÷éóôåò Þ ó÷åäüí åëÜ÷éóôåò ESCT åêöñÜóåéò ôùí õðïóõíáñôÞóåùí ôçò óõíÜñôçóçò
åéóüäïõ (Åíüôçôåò 4.2, 4.3.2, 4.5). Óôç äåýôåñç ïé åëÜ÷éóôåò ESCT åêöñÜóåéò ìéáò
ëïãéêÞò óõíÜñôçóçò ðñïêýðôïõí áðü ôç óõã÷þíåõóç óõíáñôÞóåùí ìå ôéò õðïóõíáñ-
ôÞóåéò ôçò (Åíüôçôåò 4.4, 4.4.2). Óôçí ôñßôç êáé ôåëåõôáßá åíôïðßæïíôáé êáíüíåò ãéá
ôç óõã÷þíåõóç l óýíèåôùí üñùí óå m ìå m < l þóôå íá åðÝëèåé åëá÷éóôïðïßçóç ôçò
óõíÜñôçóçò åéóüäïõ (Åíüôçôá 4.6).

Ôï ËÞììá 1 êáé ôá ÈåùñÞìáôá 7, 8 Ý÷ïõí ðáñïõóéáóôåß êáé óôçí åñãáóßá [Pap77b],
áëëÜ áíáöÝñïíôáé óôç óõãêåêñéìÝíï êåöÜëáéï, ãéá ëüãïõò ðëçñüôçôáò. Ç áðüäåéîç
ãéá ôï Èåþñçìá 8 åßíáé åëáöñþò äéáöïñåôéêÞ óå ó÷Ýóç ìå ôçí ðñùôüôõðç åíþ óõó-
÷åôßæåôáé êáé ìå ôçí Ýííïéá ôùí m-éóïäýíáìùí ìïñöþí.

4.1 ÂáóéêÜ èåùñÞìáôá ãéá ôéò åêöñÜóåéò ESCT

Áñ÷éêÜ èá ãßíåé ìéá ðáñáäï÷Þ ãéá ôç ìïñöÞ ôùí óýíèåôùí üñùí (Maitra cascades
äéáöïñåôéêÜ) ðïõ èá ÷ñçóéìïðïéçèåß óôç óõíÝ÷åéá. Ç ðñþôç åßóïäïò ôçò ðñþôçò
ðñÜîçò ôïõ óýíèåôïõ üñïõ (áõôÞ ðïõ åßíáé "ìáêñýôåñá" áðü ôï óõëëÝêôç XOR, åéêüíá
2.1) èá èåùñïýìå üôé åßíáé ðÜíôá 0 (ãéá ëüãïõò óõììåôñßáò). Ãéá ôï ëüãï áõôü
ôá ðñþôá áõôÜ cells èá åßíáé ôýðïõ 1; 2 Þ 6 (Ðßíáêáò 2.2), áöïý áõôÜ êáëýðôïõí
üëá ôá äõíáôÜ áðïôåëÝóìáôá. Åðßóçò ïé óýíèåôïé üñïé ðïõ èá ðáñïõóéáóôïýí åßíáé
ðåñéïñéóìÝíïé (restricted). ÔÝëïò üôáí ëÝìå âÜñïò ìéáò óõíÜñôçóçò èá åííïïýìå ôï
ESCT âÜñïò ôçò.

Ôï åðüìåíï ËÞììá ðáñïõóéÜæåé ôç ìÝèïäï óõíÝíùóçò äýï Maitra cells.
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Ðßíáêáò 4.1: Ðßíáêáò óõíÝíùóçò n Maitra Cells.

Äåßêôåò ri Maitra Äåßêôçò r Maitra
Cells åéóüäïõ Cell áðïôåëÝóìáôïò

Ðåñéôôüò áñéèìüò áðü cells ìå ôýðï 1 êáé ïðïéïóäÞðïôå ìå ôýðï 3 1
Ðåñéôôüò áñéèìüò áðü cells ìå ôýðï 2 êáé ïðïéïóäÞðïôå ìå ôýðï 4 2
¢ñôéïò áñéèìüò áðü cells ìå ôýðï 1 êáé ïðïéïóäÞðïôå ìå ôýðï 3 3
¢ñôéïò áñéèìüò áðü cells ìå ôýðï 2 êáé ïðïéïóäÞðïôå ìå ôýðï 4 4

Ðåñéôôüò áñéèìüò áðü cells ìå ôýðï 5 êáé ïðïéïóäÞðïôå ìå ôýðï 6 5
¢ñôéïò áñéèìüò áðü cells ìå ôýðï 5 êáé ïðïéïóäÞðïôå ìå ôýðï 6 6

ËÞììá 1 (¸íùóç äýï Maitra cells) Ç ó÷Ýóç Gr1(x; y1)⊕Gr2(x; y2) = Gr(x; y1⊕y2)
üðïõ y1 6= y2; ȳ2 éó÷ýåé åÜí:

(y1; y2; y) = (1; 1; 3); (1; 3; 1); (3; 3; 3); (2; 4; 2); (2; 2; 4); (4; 4; 4); (5; 6; 5); (5; 5; 6); (6; 6; 6).
Áðüäåéîç.
Ôï ðáñáðÜíù ëÞììá ìðïñåß íá áðïäåé÷ôåß ðïëý åýêïëá åîáíôëçôéêÜ.
¦

Ç ãåíßêåõóç ôïõ ðáñáðÜíù ËÞììáôïò áêïëïõèåß.

ËÞììá 2 (¸íùóç n Maitra cells) Ç ó÷Ýóç
∑⊕Fri(x; yi) = Fr(x;

∑⊕yi), yi 6=
yk; yi 6= ȳk;∀k 6= i éó÷ýåé óýìöùíá ìå ôïí Ðßíáêá 4.1.
Áðüäåéîç.
Óôçí ðñþôç ðåñßðôùóç ôïõ Ðßíáêá 4.1, óýìöùíá ìå ôï ËÞììá 1, ãéá íá äçìéïõñ-
ãÞóïõìå Ýíá Maitra cell ôýðïõ 1, ðñÝðåé íá åíþóïõìå Ýíá ôýðïõ 1 êáé Ýíá ôýðïõ 3.
¸íá Maitra cell ôýðïõ 3 ìðïñåß íá äçìéïõñãçèåß åíþíïíôáò ïðïéïäÞðïôå áñéèìü áðü
cells ôýðïõ 3 êáé ìïíü áñéèìü áðü cells ôýðïõ 1. ¸ôóé ÷ñåéáæüìáóôå ìïíü áñéèìü
áðü cells ôýðïõ 1 êáé ïðïéïäÞðïôå áñéèìü áðü cells ôýðïõ 3 ãéá íá äçìéïõñãÞóïõìå
Ýíá cell ôýðïõ 1. Áíôßóôïé÷á êáé ãéá ôéò õðüëïéðåò ðåñéðôþóåéò.
¦

Ôï ðñïçãïýìåíï ëÞììá äçëþíåé üôé ìðïñïýìå íá åíþóïõìå ïðïéïäÞðïôå áñéèìü
áðü Maitra cells ôýðïõ 1 Þ 3 óå Ýíá ìüíï cell ôýðïõ 1 Þ 3. Ôï ßäéï éó÷ýåé ãéá ôá
cells (2; 4) êáé (5; 6). ÊáôÜ óõíÝðåéá ôï ðáñáðÜíù ëÞììá õðïäçëþíåé üôé õðÜñ÷ïõí
ôñåéò äéáöïñåôéêÝò êëÜóåéò áðü ðñÜîåéò (Maitra cells) óôïõò óýíèåôïõò üñïõò êáé
äéêáéïëïãåß ôïí Ïñéóìü 26. ÏðïéïóäÞðïôå áñéèìüò áðü cells ôçò ßäéáò êëÜóçò óõì-
ðõêíþíåôáé óå Ýíá cell ôçò ßäéáò êëÜóçò. Ï üñïò Gr ðïõ äçìéïõñãåßôáé áðü ôçí
åöáñìïãÞ ôùí ðáñáðÜíù ëçììÜôùí ïíïìÜæåôáé "êáíïíéêïðïéçìÝíïò óýíèåôïò üñïò"
ìéáò êáé êáôáëÞãåé óå Ýíá ìüíï Maitra cell ôïõ ïðïßïõ ç åßóïäïò åßíáé Üèñïéóìá XOR
áðü Üëëïõò óýíèåôïõò üñïõò.

Åßäáìå üôé ôá ðñïçãïýìåíá ëÞììáôá éó÷ýïõí ìüíï áí ïé åßóïäïé ôùí Maitra cells
äåí åßíáé ßäéåò Þ óõìðëçñùìáôéêÝò. Ôï åðüìåíï ëÞììá áðïóáöçíßæåé ôéò ðåñéðôþóåéò
áõôÝò ðïõ áðïìÝíïõí.

ËÞììá 3 Áí Fr(x; y1); Fq(x; y2); Fg(x; y3) åßíáé ôñßá Maitra cells ìå y1; y2; y3 =
y; ȳ, ôüôå ç åîßóùóç: Fr(x; y1)⊕Fq(x; y2) = Fg(x; y3) éó÷ýåé óýìöùíá ìå ôïí ðßíáêá
4.2.
Áðüäåéîç.
Ìðïñåß, ðïëý åýêïëá, íá áðïäåé÷ôåß åîáíôëçôéêÜ.
¦
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Ðßíáêáò 4.2: ¸íùóç Maitra Cells ìå êïéíÝò Þ áíôßóôñïöåò åéóüäïõò.
y1 = y y2 = y y3 = y y1 = y y2 = y y3 = ȳ

r q g r q g
1 4 5 1 2 6
1 5 4 1 6 4
3 4 6 2 3 5
3 6 4 2 5 1
4 5 1 2 6 3
4 6 3 3 5 4

y1 = y y2 = ȳ y3 = y y1 = y y2 = ȳ y3 = y
r q g r q g
1 4 6 3 4 5
1 6 2 3 5 2
2 1 5 5 1 2
2 3 6 5 4 3
2 5 3 6 3 2
2 6 1 6 4 1

Óôçí åíüôçôá ãéá ôçí åëá÷éóôïðïßçóç ESOP åêöñÜóåùí åßäáìå üôé ôá áíáðôýãìá-
ôá Shannon êáé Davio ìðïñïýí íá ÷ñçóéìïðïéçèïýí ãéá ôçí ðáñáãùãÞ MVESOP (Üñá
êáé ESOP) åêöñÜóåùí ãéá ìéá ôõ÷áßá óõíÜñôçóç f áí Ý÷ïõìå ôéò ESOP (åëÜ÷éóôåò
Þ ìç) åêöñÜóåéò ôùí õðïóõíáñôÞóåþí ôçò. ÄåäïìÝíïõ üôé ìéá ESCT Ýêöñáóç åßíáé
ãåíéêüôåñç áðü ìéá ESOP, åßíáé ðñïöáíÝò üôé ôá ðáñáðÜíù áíáðôýãìáôá ìðïñïýí íá
÷ñçóéìïðïéçèïýí êáé ãéá ôçí ðáñáãùãÞ ESCT åêöñÜóåùí. Óôï åðüìåíï Èåþñçìá
ðáñïõóéÜæïíôáé áíáðôýãìáôá ðïõ ðáñÜãïõí áðïêëåéóôéêÜ ESCT åêöñÜóåéò.

Èåþñçìá 3 (Áíáðôýãìáôá ESCT) Ãéá ìéá äåäïìÝíç ëïãéêÞ óõíÜñôçóç f(x), üðïõ
x åßíáé ôï äéÜíõóìá ôùí ìåôáâëçôþí åéóüäïõ êáé x åßíáé ìéá áðü ôéò ìåôáâëçôÝò
åéóüäïõ, ìðïñïýìå íá ôçí åêöñÜóïõìå ùò:

f(x) = (x+ f2)⊕ (x⊕ f1) (4.1)

f(x) = (x+ f0)⊕ (xf̄1) (4.2)

f(x) = (xf̄2)⊕ (x⊕ f0) (4.3)

f(x) = (x+ f̄0)⊕ (x̄+ f̄1) (4.4)

f(x) = (x̄+ f̄2)⊕ f̄0 (4.5)

f(x) = (x+ f̄2)⊕ f̄1 (4.6)

f(x) = (x̄f̄2)⊕ (x⊕ f̄1) (4.7)

f(x) = (x̄f̄0)⊕ (x̄+ f1) (4.8)

f(x) = (x̄+ f2)⊕ (x⊕ f̄0) (4.9)

Áðüäåéîç.
Èá áðïäåßîïõìå üôé ôá ðáñáðÜíù áíáðôýãìáôá åßíáé éóïäýíáìá ìå ôïí áíÜðôõãìá
Shannon.

Ãéá ôç ó÷Ýóç 4.1 éó÷ýåé: f = [x+f2]⊕ [x⊕f1] = [x̄f̄2]⊕ [x⊕f1] = [x̄(f1 ⊕ f̄0)]⊕
[x⊕ f1] = x̄f̄0 ⊕ x̄f1 ⊕ x̄⊕ f1 = x̄f0 ⊕ xf1
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Ãéá ôç ó÷Ýóç 4.2 éó÷ýåé: f = (x + f0) ⊕ (xf̄1) = x̄f̄0 ⊕ xf̄1 ⊕ 1 = x̄f̄0 ⊕ xf̄1 ⊕
(x⊕ x̄) = x̄f0 ⊕ xf1

Ãéá ôç ó÷Ýóç 4.3 éó÷ýåé: f = {xf̄2}⊕ [x⊕ f0] = x(f0⊕ f̄1)⊕x⊕ f0 = x̄f0⊕xf1

Ïé ó÷Ýóåéò 4.4, 4.5, 4.6 ðñïÝñ÷ïíôáé áðü ôá áíáðôýãìáôá Shannon, èåôéêü êáé
áñíçôéêü Davio üôáí áíôéóôñÝøïõìå êÜèå üñï ôïõ áèñïßóìáôïò XOR. Ïé ó÷Ýóåéò
4.7, 4.8, 4.9 ðñïÝñ÷ïíôáé áðü ôéò ó÷Ýóåéò 4.1, 4.2, 4.3 áíôßóôïé÷á üôáí áíôéóôñÝøïõìå
êÜèå üñï ôïõ áèñïßóìáôïò XOR.
¦

Ôï åðüìåíï Èåþñçìá áðïäåéêíýåé üôé ôá ðáñáðÜíù áíáðôýãìáôá ðáñÜãïõí ESCT
åêöñÜóåéò ãéá ìéá ôõ÷áßá óõíÜñôçóç f áðü ôéò ESCT åêöñÜóåéò ôùí õðïóõíáñôÞóåþí
ôçò.

Èåþñçìá 4 ¸óôù ìéá ëïãéêÞ óõíÜñôçóç f êáé f0; f1; f2 åßíáé ïé õðïóõíáñôÞóåéò
ôçò óôç ìïñöÞ áèñïßóìáôïò XOR óýíèåôùí üñùí. Ôüôå ç åöáñìïãÞ ôùí áíáðôõãìÜôùí
ôïõ ÈåùñÞìáôïò 3, ïäçãåß óôç äçìéïõñãßá åêöñÜóåùí ãéá ôçí f , åðßóçò, óôç ìïñöÞ
áèñïßóìáôïò XOR óýíèåôùí üñùí.
Áðüäåéîç.
Óôá ðáñáðÜíù áíáðôýãìáôá êÜèå üñïò ôïõ áèñïßóìáôïò åßíáé óôç ìïñöÞ G(x; fi),

üðïõ G(x; fi) =





x+ fi
x̄+ fi
xfi
x̄fi
x⊕ fi
fi

, üðïõ fi is f0; f1; f2.

Ïé ðáñáðÜíù ðñÜîåéò óõãêñïôïýí ôï óåô ðñÜîåùí ôïõ Ðßíáêá 2.2, ãéá ôï ëüãï
áõôü êÜèå ôÝôïéá ìïñöÞ G ìðïñåß íá õëïðïéçèåß ÷ñçóéìïðïéþíôáò ìüíï Ýíá Maitra
Cell. ¸ôóé åÜí ïé åêöñÜóåéò ôùí õðïóõíáñôÞóåùí ðïõ èá ÷ñçóéìïðïéçèïýí óå êÜðïéïí
áðü ôïõò êáíüíåò ôïõ ÈåùñÞìáôïò 3 Ý÷ïõí ìüíï Ýíá óýíèåôï üñï, ôüôå êáé ç Ýêöñáóç
ôçò f èá óõãêñïôåß Ýíá XOR Üèñïéóìá áðü äýï óýíèåôïõò üñïõò, ïé ïðïßïé èá
åßíáé ïé üñïé ôùí õðïóõíáñôÞóåùí ìå Ýíá åðéðëÝïí Maitra cell (ìéá åðéðëÝïí ðñÜîç
óôï ôÝëïò áðü áõôÝò ôïõ Ðßíáêá 2.2). ÅÜí ïé åêöñÜóåéò ôùí õðïóõíáñôÞóåùí
áðïôåëïýíôáé áðü ðåñéóóüôåñïõò óýíèåôïõò üñïõò, ôüôå áðü ôï ËÞììá 1 ìðïñïýìå
íá áðïöáóßóïõìå ôï åßäïò ôùí Maitra cells ðïõ èá ðñïóôåèïýí óôïõò üñïõò ãéá ôç
äçìéïõñãßá ôçò Ýêöñáóçò ôçò ëïãéêÞò óõíÜñôçóçò f .
¦

Åßíáé ðñïöáíÝò üôé ôá áíáðôýãìáôá ôïõ ÈåùñÞìáôïò 3, åíþ ðáñÜãïõí åêöñÜóåéò
ESCT, äåí ðáñÜãïõí åêöñÜóåéò ESOP.

Óôá åðüìåíá èåùñÞìáôá áðïäåéêíýåôáé üôé ìðïñïýìå íá ðñïâëÝøïõìå ôï âÜñïò
óõíáñôÞóåùí ðïõ ðáñÜãïíôáé ìå óõãêåêñéìÝíï ôñüðï áðü ìéá áñ÷éêÞ óõíÜñôçóç f ,
äåäïìÝíïõ üôé ãíùñßæïõìå ôï âÜñïò ôçò f .

Èåþñçìá 5 (Áíôßóôñïöç óõíÜñôçóç) Ç áíôßóôñïöç óõíÜñôçóç åíüò óýíèåôïõ üñïõ
åßíáé åðßóçò Ýíáò óýíèåôïò üñïò. Óôïí áíôßóôñïöï óýíèåôï üñï, üëá ôá Maitra
cells ðïõ áíÞêïõí óôçí ðñþôç (ðñÜîåéò +x;+x̄) êáé óôç äåýôåñç êëÜóç (ðñÜîåéò
·x; ·x̄) áíôéêáèßóôáíôáé áðü ôá Ýôåñá ôçò êëÜóçò. Ôá Maitra cells ôçò ôñßôçò êëÜóçò
(ðñÜîåéò ⊕x; ·1) ìÝíïõí ôá ßäéá. Ãéá ôá cells ôïõ óýíèåôïõ üñïõ ðïõ Ý÷ïõí ìßá áðü
ôéò åéóüäïõò ôïõò âñá÷õêõêëùìÝíç óôï 0, ç ðñÜîç (+x) áíôéêáèßóôáôáé áðü (+x̄)
êáé áíÜðïäá.
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Ðßíáêáò 4.3: ¢èñïéóìá XOR åíüò óýíèåôïõ üñïõ ìå x; x̄.
p q y1 r y2

1 3 y 1 ȳ
3 1 y 3 ȳ
2 2 ȳ 4 y
4 4 ȳ 2 y
5 6 y 6 ȳ
6 5 y 5 ȳ

Áðüäåéîç.
Ìðïñåß íá áðïäåé÷èåß ðïëý åýêïëá ÷ñçóéìïðïéþíôáò åðáãùãÞ (îåêéíþíôáò áðü óýíèåôï
üñï åíüò Maitra cell).
¦

Ðüñéóìá 4 Ìéá ëïãéêÞ óõíÜñôçóç êáé ç áíôßóôñïöÞ ôçò Ý÷ïõí ôï ßäéï âÜñïò.
¦

Èåþñçìá 6 (Óýíèåôïò üñïò ⊕x) Ôï áðïôÝëåóìá ôïõ XOR áèñïßóìáôïò åíüò óýíèåôïõ
üñïõ Gn(xn; Gn−1(xn−1; Gn−2(xn−2; : : : ; G1(x1; y) : : :))) (Gi; i = 1; : : : ; n åßíáé Maitra
cells) ìå ôï literal xn (ç ôåëåõôáßá ìåôáâëçôÞ ôïõ óýíèåôïõ üñïõ - áõôÞ ðïõ áíôéóôïé÷åß
óôï ôåëåõôáßï Maitra cell äçëáäÞ áõôü ðïõ åßíáé ðéï êïíôÜ óôï óõëëÝêôç XOR) åßíáé
åðßóçò Ýíáò ìüíï óýíèåôïò üñïò.
Áðüäåéîç.
Ìðïñåß ðïëý åýêïëá íá áðïäåé÷ôåß åîáíôëçôéêÜ.
¦

Ðüñéóìá 5 (Óýíèåôïò üñïò ⊕x̄) Ôï áðïôÝëåóìá ôïõ XOR áèñïßóìáôïò åíüò óýíèåôïõ
üñïõ Gn(xn; Gn−1(xn−1; Gn−2(xn−2; : : : ; G1(x1; y) : : :))) (Gi; i = 1; : : : ; n åßíáé Maitra
cells) ìå ôï literal xn (ç ôåëåõôáßá ìåôáâëçôÞ ôïõ óýíèåôïõ üñïõ - áõôÞ ðïõ áíôéóôïé÷åß
óôï ôåëåõôáßï Maitra cell äçëáäÞ áõôü ðïõ åßíáé ðéï êïíôÜ óôï óõëëÝêôç XOR) åßíáé
åðßóçò Ýíáò ìüíï óýíèåôïò üñïò.
¦

Ïé êáíüíåò ãéá íá äçìéïõñãÞóïõìå åêöñÜóåéò óáí ôéò ðáñáðÜíù ðáñïõóéÜæïíôáé
óôïí Ðßíáêá 4.3. Ï áñ÷éêüò óýíèåôïò üñïò åßíáé ï Fp(x; y). Ïé óýíèåôïé üñïé
Fq(x; y1); Fr(x; y2) åßíáé: Fq(x; y1) = Fp(x; y)⊕ x; Fr(x; y2) = Fp(x; y)⊕ x̄.

Ôá ðïñßóìáôá ôïõ ÈåùñÞìáôïò 5 ðáñïõóéÜæïíôáé óôïí ðßíáêá 4.4.

ÐáñÜäåéãìá 26 ¸óôù ï óýíèåôïò üñïò P = (x1 ⊕ x2)x3 + x̄4 Þ óôç ìïñöÞ ðïõ èá
÷ñçóéìïðïéçèåß óôç óõãêåêñéìÝíç äéáôñéâÞ: (1542) (Ðßíáêáò 2.2). Ï áíôßóôñïöïò
óýíèåôïò üñïò åßíáé: (2524). Ï óýíèåôïò üñïò ðïõ ðñïêýðôåé ùò Üèñïéóìá XOR ôïõ
P ìå ôéò x4; x̄4 (ç x4 åßíáé ç ðéï óçìáíôéêÞ ìåôáâëçôÞ) åßíáé áíôßóôïé÷á: (2522) êáé
(1544).

Óôïí Ïñéóìü 31 ðáñïõóéÜóôçêå ç Ýííïéá ôçò m-éóïäýíáìçò Ýêöñáóçò. Ìéá m-
éóïäýíáìç Ýêöñáóç F (m-equivalent expression) ìéáò ESCT Ýêöñáóçò (Q) ãéá ìéá
ëïãéêÞ óõíÜñôçóç f ðñïêýðôåé ìå ôçí åöáñìïãÞ ôïõ ÈåùñÞìáôïò 5 êáé 6 óå æåõãÜñéá
áðü óýíèåôïõò üñïõò ìÝóá óôçí Ýêöñáóç Q Þ åöáñìüæïíôáò ôïõò êáíüíåò áõôïýò óå
æåõãÜñéá üñùí ìÝóá óôéò åêöñÜóåéò ôùí õðïóõíáñôÞóåùí ôçò f óôï äÝíôñï-ãåííÞôñéá
ôçò.
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Ðßíáêáò 4.4: Áíôßóôñïöïò óýíèåôïò üñïò.
Êáìßá åßóïäïò äåí åßíáé óôáèåñÞ.

Áñ÷éêü cell Áíôßóôñïöï cell
1 3
2 4
3 1
4 2
5 5
6 6

Ìßá áðü ôéò åéóüäïõò åßíáé óôáèåñÜ 0.
Áñ÷éêü cell Áíôßóôñïöï cell

1 2
2 1

To cell ôýðïõ 6 åöáñìüæåé ôïí êáíüíá óôï åðüìåíï cell.

ÐáñÜäåéãìá 27 ¸óôù ç ESCT Ýêöñáóç Q = (1234) ⊕ (2343) ôçò óõíÜñôçóçò
f = [0B10]. Ôüôå ìéá m-éóïäýíáìç Ýêöñáóç ôçò Q åßíáé (åöáñìüæïíôáò ôï èåþñçìá
3): K = (1234)⊕ x⊕ (2343)⊕ x = (2414)⊕ (2341).

Ïé ðáñáðÜíù êáíüíåò ðáñáãùãÞò m-éóïäýíáìùí åêöñÜóåùí éóïäõíáìïýí ìå ôá
åðéðëÝïí áíáðôýãìáôá ðïõ ðáñïõóéÜóôçêáí óôï Èåþñçìá 3. ÄçëáäÞ ôá áíáðôýãìáôá
ôïõ ÈåùñÞìáôïò 3 åßíáé m-éóïäýíáìåò åêöñÜóåéò áõôþí ðïõ ðáñÜãïíôáé áðü ôá
áíáðôýãìáôá Shannon, èåôéêü êáé áñíçôéêü Davio.

Èåþñçìá 7 ÊÜèå ESCT Ýêöñáóç ìéáò ëïãéêÞò óõíÜñôçóçò f (Üñá êáé ìéá åëÜ÷éóôç)
ìðïñåß ðÜíôá íá ãñáöôåß óå ìßá áðü ôéò ðáñáêÜôù êáíïíéêïðïéçìÝíåò (normalized
ç compact) ìïñöÝò (áðïôåëåßôáé áðü ôïõò "êáíïíéêïðïéçìÝíïõò óýíèåôïõò üñïõò"
Fp; Fq; Fr):

• f = Fp(x1; y), ìå (p; y) = (1; f0); (2; f1); (3; f0); (4; f1); (5; f0); (6; f0).

• f = Fp(x1; y)⊕Fq(x1; z) ìå (p; q; y; z) = (3; 4; f0; f1); (3; 6; f2; f1); (4; 6; f2; f0).

• f = Fp(x1; y) ⊕ Fq(x1; z) ⊕ Fr(x1; g) ìå (p = 3; q = 4; r = 6) êáé y ⊕ z = f2,
y ⊕ g = f0,z ⊕ g = f1.

ÊÜèå ôÝôïéá ìïñöÞ Ý÷åé m-éóïäýíáìåò ïé ïðïßåò ðñïêýðôïõí óýìöùíá ìå ôïí Ïñéóìü
31. ¼ëåò ïé ìïñöÝò áõôÝò ðáñïõóéÜæïíôáé óôïí Ðßíáêá 4.5.
Áðüäåéîç.
ÊÜèå åëÜ÷éóôç ìïñöÞ ìéáò ëïãéêÞò óõíÜñôçóçò f óôç ìïñöÞ XOR áèñïßóìáôïò áðü
óýíèåôïõò üñïõò èá åßíáé ôçò ìïñöÞò:

f(x1; : : : ; xn) = F1(x1; y1)⊕ F2(x1; y2)⊕ : : : Fn(x1; yn)

üðïõ Fi; i = 1; : : : ; n åßíáé Maitra cells êáé yi; i = 1; : : : ; n åßíáé óýíèåôïé üñïé.
Åîáéôßáò ôïõ ËÞììáôïò 1, ç ðáñáðÜíù ìïñöÞ ìðïñåß íá ðåñéÝ÷åé ôï ðïëý 3 "êáíï-
íéêïðïéçìÝíïõò" üñïõò (üñïõò äçëáäÞ ðïõ Ý÷ïõí Ýíá ìüíï Maitra cell óôï ôÝëïò êáé
ç åßóïäïò ôïõò åßíáé ôï XOR ôùí åéóüäùí - ËÞììáôá 1,2, 3). Ôá ôåëåõôáßá áõôÜ
Maitra cells ôùí êáíïíéêïðïéçìÝíùí üñùí èá áíÞêïõí óå äéáöïñåôéêÝò êëÜóåéò. Ç
óõíÜñôçóç f ìðïñåß åðßóçò íá áíáðáñáóôáèåß êáé ìå ôç âïÞèåéá ôïõ áíáðôýãìáôïò
Shannon. Óõãêñßíïíôáò ôï áíÜðôõãìá Shannon ìå ôçí ðáñáðÜíù ìïñöÞ ðñïêýðôïõí
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Ðßíáêáò 4.5: m-Éóïäýíáìåò ìïñöÝò ôïõ ÈåùñÞìáôïò 7.

Ðñþôç Äåýôåñç Ôñßôç
ÊáíïíéêïðïéçìÝíç ÌïñöÞ

p y óôáè. õðïóõíÜñôçóç p q y z p q r f0 f1 f2

1 f0 f1 = 1 3 4 f0 f1 3 4 6 y ⊕ g z ⊕ g y ⊕ z
2 f1 f0 = 1 1 2 f0 f1 1 2 6 ȳ ⊕ g z̄ ⊕ g ȳ ⊕ z̄
3 f0 f1 = 0 1 4 f0 f1 1 4 6 ȳ ⊕ ḡ z ⊕ ḡ ȳ ⊕ z
4 f1 f0 = 0 3 2 f0 f1 3 2 6 y ⊕ ḡ z̄ ⊕ ḡ y ⊕ z̄
5 f0 f2 = 1 3 6 f2 f1 1 4 6 y ⊕ g z̄ ⊕ g y ⊕ z̄
6 f0 f2 = 0 1 6 f2 f1 1 4 5 y ⊕ g z ⊕ g y ⊕ z

1 5 f2 f1 3 4 5 y ⊕ g z̄ ⊕ g y ⊕ z̄
3 5 f2 f1 3 2 6 ȳ ⊕ g z ⊕ g ȳ ⊕ z
4 6 f2 f0 3 2 5 ȳ ⊕ g z̄ ⊕ g ȳ ⊕ z̄
2 6 f2 f0 1 2 5 ȳ ⊕ g z ⊕ g ȳ ⊕ z
4 5 f2 f0 3 4 6 ȳ ⊕ ḡ z̄ ⊕ ḡ ȳ ⊕ z̄
2 5 f2 f0 3 4 5 ȳ ⊕ ḡ z ⊕ ḡ ȳ ⊕ z

1 4 6 ȳ ⊕ ḡ z̄ ⊕ ḡ ȳ ⊕ z̄
1 2 6 y ⊕ ḡ z ⊕ ḡ y ⊕ z
1 2 5 y ⊕ ḡ z̄ ⊕ ḡ y ⊕ z̄
3 2 5 y ⊕ ḡ z ⊕ ḡ y ⊕ z

ïé ðáñáðÜíù êáíüíåò ðïõ ðáñïõóéÜóôçêáí óôï èåþñçìá ìáæß ìå ôéò m-éóïäýíáìåò
ìïñöÝò ôïõò.
¦

ÐáñÜäåéãìá 28 ¸óôù f(x1; x2; x3; x4) = [a7122347] êáé ìéá åëÜ÷éóôç ESCT Ýê-
öñáóÞ ôçò: f = (13443) ⊕ (11344) ⊕ (26654) ⊕ (61166) ⊕ (12616), ìå x4 íá åßíáé
ç ðéï óçìáíôéêÞ ôçò ìåôáâëçôÞ êáé x1 ç ëéãüôåñï óçìáíôéêÞ ìåôáâëçôÞ. Ç ðáñáðÜíù
Ýêöñáóç ìðïñåß íá îáíáãñáöôåß óôçí ôñßôç êáíïíéêïðïéçìÝíç ìïñöÞ ùò: F3(x4; (1344))⊕
F4(x4; (1134)⊕ (2665))⊕ F6(x4; (6116)⊕ (1261)).

Ïé ïñéæüíôéåò ãñáììÝò óôïí Ðßíáêá 4.5 äçëþíïõí m-éóïäýíáìåò åêöñÜóåéò. Äéá-
êñßíïõìå ôéò åðüìåíåò ðåñéðôþóåéò, óôéò ïðïßåò ç áíÜëõóç èá åóôéáóôåß óôéò åëÜ÷éóôåò
ESCT åêöñÜóåéò áöïý áõôÝò åíäéáöÝñïõí óôç óõãêåêñéìÝíç äéáôñéâÞ:

• ¸óôù üôé ç åëÜ÷éóôç ESCT Ýêöñáóç åßíáé óôçí ðñþôç êáíïíéêïðïéçìÝíç ìïñöÞ
f = Fp(xn; y). ÁíÜëïãá ìå ôï ðïéá áðü ôéò ôñåéò õðïóõíáñôÞóåéò f0; f1; f2 åßíáé
óôáèåñÞ êáé åÜí åßíáé 1 Þ 0, ç óõíÜñôçóç f èá ãñáöôåß óå ìßá (êáé ìüíï ìßá)
áðü ôéò Ýîé ìïñöÝò ðïõ ðáñïõóéÜæïíôáé óôïí Ðßíáêá 4.5.

ÐáñÜäåéãìá 29 ¸óôù f(x1; x2; x3; x4) = (x1 + x2)x3x4, üðïõ x4 åßíáé ç ðéï
óçìáíôéêÞ ìåôáâëçôÞ êáé x1 ç ëéãüôåñï óçìáíôéêÞ. Ïé õðïóõíáñôÞóåéò ôçò f ,
ùò ðñïò ôç ìåôáâëçôÞ x4, åßíáé: f0 = 0; f1 = f2 = (x1 + x2)x3. Åßíáé åìöáíÝò
üôé ç f0 åßíáé óôáèåñÞ êáé ßóç ìå 0. ¢ñá, óýìöùíá ìå ôçí ðñþôç óôÞëç ôïõ
Ðßíáêá 4.5: f = F4(x1x2x3; x4) = (x1 + x2)x3x4. Äåí õðÜñ÷åé Üëëç åëÜ÷éóôç
ESCT Ýêöñáóç ãéá ôçí f ðïõ íá áíÞêåé óôçí ðñþôç êáíïíéêïðïéçìÝíç ìïñöÞ.
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ÐáñÜäåéãìá 30 ¸óôù f(x1; x2; x3; x4) = x̄1x̄2x̄3x4 ⊕ x̄1x̄2x̄3 ⊕ 1, üðïõ x4

åßíáé ç ðéï óçìáíôéêÞ ìåôáâëçôÞ êáé x1 ç ëéãüôåñï óçìáíôéêÞ. Ïé õðïóõíá-
ñôÞóåéò ôçò f , ùò ðñïò ôç ìåôáâëçôÞ x4, åßíáé: f0 = x1 +x2 +x3; f1 = 1; f2 =
x̄1x̄2x̄3. Åßíáé åìöáíÝò üôé ç f1 åßíáé óôáèåñÞ êáé ßóç ìå 1. ¢ñá, óýìöùíá ìå
ôçí ðñþôç óôÞëç ôïõ Ðßíáêá 4.5: f = F1(x̄1x̄2x̄3; x4) = x1 +x2 +x3 +x4. Äåí
õðÜñ÷åé Üëëç åëÜ÷éóôç ESCT Ýêöñáóç ãéá ôçí f ðïõ íá áíÞêåé óôçí ðñþôç
êáíïíéêïðïéçìÝíç ìïñöÞ.

• ¸óôù üôé ç åëÜ÷éóôç ESCT Ýêöñáóç åßíáé óôçí äåýôåñç êáíïíéêïðïéçìÝíç
ìïñöÞ f = Fp(xn; y) ⊕ Fq(xn; z). ÕðÜñ÷ïõí äþäåêá äéáöïñåôéêÝò ðåñéðôþóåéò
ðïõ ðñÝðåé íá åîåôáóôïýí, áëëÜ ìðïñïýìå íá ôéò ÷ùñßóïõìå óå ôñåéò êáôçãïñßåò.

{ Óôçí ðñþôç êáôçãïñßá éó÷ýåé: (p; q) = (3; 4); (1; 2); (1; 4); (3; 2). Ç ðå-
ñßðôùóç (p; q) = (3; 4) áíôéóôïé÷åß óôï áíÜðôõãìá Shannon. ¼ëåò ïé
ðåñéðôþóåéò ôçò êáôçãïñßáò åìöáíßæïíôáé ìáæß. Áõôü óçìáßíåé üôé üôáí
õðÜñ÷åé ìéá åëÜ÷éóôç ESCT Ýêöñáóç óôç ìïñöÞ ôïõ áíáðôýãìáôïò Shan-
non, ôüôå èá õðÜñ÷ïõí, åðßóçò, Üëëåò ôñåéò åëÜ÷éóôåò ESCT åêöñÜóåéò ìå
äåßêôåò (p; q) = (1; 2); (1; 4); (3; 2). Ïé åêöñÜóåéò áõôÝò åßíáé m-éóïäýíáìåò
ôçò Ýêöñáóçò ðïõ ðáñÜãåôáé áðü ôï áíÜðôõãìá Shannon. Ôï ãåãïíüò
áõôü õðïäçëþíåôáé áðü ôçí ðñþôç ïñéæüíôéá ãñáììÞ óôç äåýôåñç óôÞëç
ôïõ Ðßíáêá 4.5 (2ç êáíïíéêïðïéçìÝíç ìïñöÞ).

{ Óôç äåýôåñç êáôçãïñßá éó÷ýåé: (p; q) = (3; 6); (1; 6); (1; 5); (3; 5). ¼ðùò
êáé óôçí ðñïçãïýìåíç ðåñßðôùóç, ïé äåßêôåò (p; q) = (3; 6) áíôéóôïé÷ïýí
óôï áíÜðôõãìá Negative Davio. Áõôü óçìáßíåé üôé üôáí õðÜñ÷åé ìéá
åëÜ÷éóôç ESCT Ýêöñáóç óôç ìïñöÞ ôïõ áíáðôýãìáôïò Negative Davio,
ôüôå èá õðÜñ÷ïõí, åðßóçò, Üëëåò ôñåéò åëÜ÷éóôåò ESCT åêöñÜóåéò ìå
äåßêôåò (p; q) = (1; 6); (1; 5); (3; 5). Ïé åêöñÜóåéò áõôÝò åßíáé m-éóïäýíáìåò
ôçò Ýêöñáóçò ðïõ ðáñÜãåôáé áðü ôï áíÜðôõãìá Negative Davio. Ôï
ãåãïíüò áõôü õðïäçëþíåôáé áðü ôçí äåýôåñç ïñéæüíôéá ãñáììÞ óôç äåýôåñç
óôÞëç ôïõ Ðßíáêá 4.5.

{ Óôç ôñßôç êáôçãïñßá éó÷ýåé: (p; q) = (4; 6); (2; 6); (4; 5); (2; 5). ¼ðùò êáé
óôéò äýï ðñïçãïýìåíåò ðåñéðôþóåéò, ïé äåßêôåò (p; q) = (4; 6) áíôéóôïé÷ïýí
óôï áíÜðôõãìá Positive Davio. Áõôü óçìáßíåé üôé üôáí õðÜñ÷åé ìéá åëÜ÷éóôç
ESCT Ýêöñáóç óôç ìïñöÞ ôïõ áíáðôýãìáôïò Positive Davio, ôüôå èá
õðÜñ÷ïõí, åðßóçò, Üëëåò ôñåéò åëÜ÷éóôåò ESCT åêöñÜóåéò ìå äåßêôåò(p; q) =
(2; 6); (4; 5); (2; 5). Ïé åêöñÜóåéò áõôÝò åßíáé m-éóïäýíáìåò ôçò Ýêöñáóçò
ðïõ ðáñÜãåôáé áðü ôï áíÜðôõãìá Positive Davio. Ôï ãåãïíüò áõôü õðï-
äçëþíåôáé áðü ôçí ôñßôç ïñéæüíôéá ãñáììÞ óôç äåýôåñç óôÞëç ôïõ Ðßíáêá
4.5.

ÐáñÜäåéãìá 31 ¸óôù f(x1; x2; x3) = x1x2x3 ⊕ x̄1x̄2x̄3, üðïõ x3 åßíáé ç
ðéï óçìáíôéêÞ ìåôáâëçôÞ êáé x1 ç ëéãüôåñï óçìáíôéêÞ. Ç Ýêöñáóç ESCT
x1x2x3 ⊕ x̄1x̄2x̄3 åßíáé åëÜ÷éóôç ãéá ôçí f êáé áíôéóôïé÷åß óôï áíÜðôõãìá
Shannon ìå äåßêôåò (p; q) = (3; 4) (ùò ðñïò ôç ìåôáâëçôÞ x3). Ïé õðïóõ-
íáñôÞóåéò ôçò f , ùò ðñïò ôç ìåôáâëçôÞ x3, åßíáé: f0 = x̄1x̄2; f1 = x1x2.
ÁëëÜ, óýìöùíá ìå ôï Èåþñçìá 7, õðÜñ÷ïõí ôñåéò, áêüìá, åëÜ÷éóôåò ESCT
åêöñÜóåéò ãéá ôçí f :
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Åíüôçôá 4.1. ÂÁÓÉÊÁ ÈÅÙÑÇÌÁÔÁ ÃÉÁ ÔÉÓ ÅÊÖÑÁÓÅÉÓ ESCT

f = F1(f̄0; x3)⊕ F2(f̄1; x3) = (x1 + x2 + x3)⊕ (x̄1 + x̄2 + x̄3) (4.10)
f = F1(f0; x3)⊕ F4(f̄1; x3) = (x̄1x̄2 + x3)⊕ ((x̄1 + x̄2)x3) (4.11)
f = F3(f̄0; x3)⊕ F2(f1; x3) = ((x1 + x2)x̄3)⊕ (x1x2 + x̄3) (4.12)

Åßíáé åìöáíÝò üôé ç ESCT Ýêöñáóç ðïõ áíôéóôïé÷åß óôï áíÜðôõãìá Shan-
non êáé ïé ðñïçãïýìåíåò ôñåéò åßíáé m-éóïäýíáìåò, áöïý ç åîßóùóç 4.10 åßíáé
ôï áíÜðôõãìá Shannon áí áíôéóôñÝøïõìå ôïõò F3(f0; x3) êáé F4(f1; x3). Ç
åîßóùóç 4.11 åßíáé ôï áíÜðôõãìá Shannon åÜí äçìéïõñãÞóïõìå ôï Üèñïéóìá
XOR ôùí F3(f0; x3), F4(f1; x3) ìå ôç ìåôáâëçôÞ x3. Ç åîßóùóç 4.12 åßíáé
ôï áíÜðôõãìá Shannon åÜí äçìéïõñãÞóïõìå ôï Üèñïéóìá XOR ôùí F3(f0; x3),
F4(f1; x3) ìå ôï literal x̄3.

• ¸óôù üôé ç åëÜ÷éóôç ESCT Ýêöñáóç åßíáé óôçí ôñßôç êáíïíéêïðïéçìÝíç ìïñöÞ
f = Fp(xn; y)⊕ Fq(xn; z)⊕ Fr(xn; g). ÕðÜñ÷åé ìüíï ìßá ðåñßðôùóç ðïõ ðñÝðåé
íá åîåôáóôåß, ãéá äåßêôåò: (p; q; r) = (3; 4; 6). ÁõôÞ ç ðåñßðôùóç áíôéóôïé÷åß
óôç ãåíéêÞ ìïñöÞ ìéáò Ýêöñáóçò ESOP: f(x1; : : : ; xn) = yx̄n ⊕ zxn ⊕ g (ç
ìåôáâëçôÞ xn åßíáé ç ðéï óçìáíôéêÞ). Ïé õðüëïéðåò äåêáðÝíôå ðåñéðôþóåéò
óôçí ôñßôç óôÞëç ôïõ Ðßíáêá 4.5 (3ç êáíïíéêïðïéçìÝíç ìïñöÞ) åßíáé, áðëÜ, m-
éóïäýíáìåò ìïñöÝò ôçò ðñïçãïýìåíçò. Äçìéïõñãïýíôáé ùò áèñïßóìáôá XOR
ôùí æåõãáñéþí (Fp; Fq); (Fp; Fr); (Fq; Fr) ìå ôï 1 Þ ôï literal xn Þ ôï literal
x̄n. ÅÜí õðÜñ÷åé ìéá åëÜ÷éóôç Ýêöñáóç ESCT óôçí ôñßôç êáíïíéêïðïéçìÝíç
ìïñöÞ ôïõ ÈåùñÞìáôïò 7, ôüôå èá õðÜñ÷ïõí êáé Üëëåò äåêáðÝíôå åëÜ÷éóôåò
åêöñÜóåéò ESCT ãéá ôç óõíÜñôçóç áõôÞ. Ç äéáäéêáóßá ðïõ áêïëïõèïýìå ãéá
ôç äçìéïõñãßá ôùí åêöñÜóåùí áõôþí êáé ïé êáôÜëëçëïé äåßêôåò öáßíïíôáé óôçí
ôñßôç óôÞëç ôïõ Ðßíáêá 4.5.

ÐáñÜäåéãìá 32 ¸óôù ç f(x1; x2; x3; x4; x5) = [a7122347] êáé ìéá åëÜ÷éóôç
ESCT ÝêöñáóÞ ôçò: Q1 = (23122)⊕ (26654)⊕ (21221)⊕ (61166)⊕ (12616) =
F2(x5; (2312))⊕F4(x5; (2665))⊕F1(x5; (2122))⊕F6(x5; (6116))⊕F6(x5; (1261)) =
((23122)⊕(26654))⊕((21221))⊕((61166)⊕(12616)) Þ óôçí êáíïíéêïðïéçìÝíç
ôçò ìïñöÞ, ÷ñçóéìïðïéþíôáò êáé ôï ËÞììá 1 êáé èåùñþíôáò ôç ìåôáâëçôÞ x5

ùò ðéï óçìáíôéêÞ: F2(x5; (2312)⊕ (2665))⊕ F1(x5; (2122))⊕ F6(x5; (6116)⊕
(1261)). ¼ðùò öáßíåôáé áðü ôï Èåþñçìá 7, õðÜñ÷ïõí äåêáðÝíôå, áêüìá,
åëÜ÷éóôåò ESCT åêöñÜóåéò ãéá ôçí f . Ìéá áðü áõôÝò Ý÷åé äåßêôåò(p; q; r) =
(3; 4; 6). ÐñÜãìáôé áí áëëÜîïõìå ôçí F1 óå F3, ôçí F2 óå F4, ôï y óå ȳ
and ôï z óå z̄, óýìöùíá ìå ôïí Ðßíáêá 4.5 (ðñþôç êáé äåýôåñç ãñáììÞ óôç
óôÞëç ãéá ôçí ôñßôç êáíïíéêïðïéçìÝíç ìïñöÞ), ôüôå: Q2 = F3(x5; (2122)) ⊕
F4(x5; (2313)⊕ (2665))⊕F6(x5; (6116)⊕(1261)) = F3(x5; (1344))⊕F4(x5; (1134)⊕
(2665))⊕ F6(x5; (6116)⊕ (1261)) = (13443)⊕ (11344)⊕ (26654)⊕ (61166)⊕
(12616). Ðñïöáíþò: w(Q2) = w(Q1) = 5. Óçìåéþíåôáé üôé ôï ðñïçãïýìåíï
áðïôÝëåóìá áðïêôÜôáé êáé åÜí áíôéóôñÝøïõìå ôïõò üñïõò (23122) êáé (21221)
óôçí Ýêöñáóç Q1.

Ç ðáñáðÜíù áíÜëõóç ìáò êÜíåé, Þäç, åìöáíåßò ôéò ïìïéüôçôåò ðïõ õðÜñ÷ïõí
áíÜìåóá óôçí åëá÷éóôïðïßçóç åêöñÜóåùí ESCT êáé óôçí åëá÷éóôïðïßçóç åêöñÜóåùí
ESOP. Åßäáìå üôé ôüóï óôç äåýôåñç üóï êáé óôçí ôñßôç êáíïíéêïðïéçìÝíç ìïñöÞ, ïé
"âáóéêÝò" åëÜ÷éóôåò ESCT åêöñÜóåéò åßíáé êáé åëÜ÷éóôåò åêöñÜóåéò ESOP. ÁðëÜ
õðÜñ÷ïõí êáé m-éóïäýíáìåò áõôþí ðïõ åßíáé åêöñÜóåéò ESCT, ÷ùñßò íá åßíáé êáé
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Åíüôçôá 4.2. ÁÊÑÉÂÇÓ ÅËÁ×ÉÓÔÏÐÏÉÇÓÇ ESCT ÅÊÖÑÁÓÅÙÍ ÃÉÁ ÓÕÍÁÑÔÇÓÅÉÓ ÌÅ ÌÅ×ÑÉ 5
ÌÅÔÁÂËÇÔÅÓ ÅÉÓÏÄÏÕ

åêöñÜóåéò ESOP. Ç âáóéêÞ äéáöïñÜ Ýãêåéôáé óôçí ðñþôç êáíïíéêïðïéçìÝíç ìïñöÞ,
üðïõ õðÜñ÷ïõí ðåñéðôþóåéò ðïõ ìéá åëÜ÷éóôç Ýêöñáóç ESCT äåí ìðïñåß íá áðåéêï-
íéóôåß óå ìéá áíôßóôïé÷Þ ôçò åëÜ÷éóôç Ýêöñáóç ESOP (óõãêåêñéìÝíá üôáí õðÜñ÷ïõí
õðïóõíáñôÞóåéò óôáèåñÝò êáé ßóåò ìå 1).

4.2 ÁêñéâÞò Åëá÷éóôïðïßçóç ESCT åêöñÜóåùí ãéá óõíáñôÞóåéò
ìå ìÝ÷ñé 5 ìåôáâëçôÝò åéóüäïõ

Èåþñçìá 8 ÔïõëÜ÷éóôïí ìéá åëÜ÷éóôç Ýêöñáóç ìéáò ëïãéêÞò óõíÜñôçóçò f ìå
ëéãüôåñåò áðü 6 ìåôáâëçôÝò (n < 6) ìðïñåß íá áðïêôçèåß áðü ôéò åëÜ÷éóôåò åêöñÜóåéò
ôùí õðïóõíáñôÞóåþí ôçò.
Áðüäåéîç.
¸óôù fi; fj ; fk õðïóõíáñôÞóåéò ôçò f . ÌåëåôÜìå ôéò áêüëïõèåò ðåñéðôþóåéò:

1. Ìéá åëÜ÷éóôç ìïñöÞ ôçò f ìðïñåß íá ãñáöôåß ùò: f = Fp(x1; y) (èåþñçìá
7). Ôüôå åßíáé ðñïöáíÝò üôé ìéá áðü ôéò õðïóõíáñôÞóåéò èá åßíáé óôáèåñÜ (0
Þ 1) (èåþñçìá 7) êáé ôï y èá åßíáé ìéá áðü ôéò õðüëïéðåò õðïóõíáñôÞóåéò.
¸ôóé êÜèå ðéèáíÞ ëýóç ãéá ôçí f ìðïñåß íá äçìéïõñãçèåß áðü ôéò åëÜ÷éóôåò
åêöñÜóåéò êÜðïéáò õðïóõíÜñôçóÞò ôçò (ôçò y). ¼ëåò ïé åëÜ÷éóôåò ëýóåéò
ìðïñïýí íá äçìéïõñãçèïýí ðáñÜãïíôáò êáé ôéò m-éóïäýíáìÝò ôïõò.

2. Ìéá åëÜ÷éóôç ìïñöÞ ôçò f ìðïñåß íá åêöñáóôåß ùò: f = Fp(x1; y)⊕ fq(x1; z).
Óýìöùíá ìå ôï èåþñçìá 7 éó÷ýåé: y; z = f0; f1; f2; f̄1; f̄2 (ëáìâÜíïíôáò õðüøç
ìáò êáé ôéò m-éóïäýíáìåò ìïñöÝò). ÅðéðëÝïí åðåéäÞ ç Ýêöñáóç áõôÞ åßíáé
åëÜ÷éóôç ãéá ôçí f èá éó÷ýåé åðßóçò: w(f) = w(y) + w(z). ¸ôóé, åßíáé
ðñïöáíÝò üôé, ìéá åëÜ÷éóôç ìïñöÞ ãéá ôçí f ìðïñåß íá äçìéïõñãçèåß áðåõèåßáò
áðü ôéò åëÜ÷éóôåò ìïñöÝò ôùí õðïóõíáñôÞóåùí y,z (Þ ôùí áíôéóôñüöùí õðï-
óõíáñôÞóåùí). ÄçëáäÞ ç åëÜ÷éóôç Ýêöñáóç ôçò f èá Ý÷åé ôïõò üñïõò ôùí
õðïóõíáñôÞóåùí ìå Ýíá åðéðëÝïí êýôôáñï Maitra, óýìöùíá ìå ôï èåþñçìá
7. ¼ëåò ïé åëÜ÷éóôåò ëýóåéò ìðïñïýí íá äçìéïõñãçèïýí ðáñÜãïíôáò êáé ôéò
m-éóïäýíáìÝò ôïõò.

3. Ìéá åëÜ÷éóôç ìïñöÞ ôçò f ìðïñåß íá ãñáöôåß ùò: f = Fp(x1; y)⊕ Fq(x1; z)⊕
Fr(x1; g), ìå y ⊕ z = f2; y ⊕ g = f0; z ⊕ g = f1. ÅðåéäÞ ç ðáñáðÜíù Ýêöñáóç
åßíáé åëÜ÷éóôç ãéá ôçí f èá éó÷ýåé:
w(f) = w(y) + w(z) + w(g). ×ùñßò âëÜâç ôçò ãåíéêüôçôáò ìðïñïýìå íá
èåùñÞóïõìå: w(y) ≤ w(z) ≤ w(g). Ìðïñïýìå íá äéáêñßíïõìå ôéò ðáñáêÜôù
ðåñéðôþóåéò.

• ÅÜí w(f) = 3 ôüôå w(y) = w(z) = w(g) = 1, Üñá w(fi); w(fj); w(fk) ≤
2. ÔïõëÜ÷éóôïí äýï áðü ôéò õðïóõíáñôÞóåéò ôçò f èá Ý÷ïõí âÜñïò áêñéâþò
2, äéáöïñåôéêÜ ç óõíÜñôçóç f èá Ý÷åé âÜñïò ìéêñüôåñï áðü 3. Áò õðïèÝ-
óïõìå üôé áõôÝò åßíáé ïé fi; fj. ¸óôù: fi = z ⊕ g; fj = y ⊕ g. Ôá y; z; g
èá åßíáé óýíèåôïé üñïé (äçë èá Ý÷ïõí âÜñïò 1). Åßíáé ðñïöáíÝò üôé ãéá
íá äçìéïõñãçèåß ìéá ëýóç ìå âÜñïò 3 ãéá ôçí f , èá õðÜñ÷åé ôïõëÜ÷éóôïí
ìéá åëÜ÷éóôç ëýóç (ìå âÜñïò 2) ãéá êÜèå ìßá áðü ôéò fi; fj êáé ïé äýï
áõôÝò ëýóåéò èá Ý÷ïõí Ýíá êïéíü óýíèåôï üñï (óõíÜñôçóç z). Áõôüò ï
üñïò èá óõíåíùèåß êáôÜ ôç äçìéïõñãßá ôçò ôåëéêÞò åëÜ÷éóôçò Ýêöñáóçò
ôçò f (óýìöùíá ìå ôï ËÞììá 2). ¸ôóé üëåò ïé åëÜ÷éóôåò åêöñÜóåéò
ôçò f ìðïñïýí íá äçìéïõñãçèïýí áðåõèåßáò áðü ôéò åëÜ÷éóôåò åêöñÜóåéò
ôùí õðïóõíáñôÞóåùí ôçò, åíþíïíôáò ôï ðïëý Ýíáí êïéíü üñï. Ç ôåëéêÞ
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Åíüôçôá 4.3. ÅËÁ×ÉÓÔÏÐÏÉÇÓÇ ×ÑÇÓÉÌÏÐÏÉÙÍÔÁÓ ÓÕÃÃÅÍÅÉÓ ¼ÑÏÕÓ

åëÜ÷éóôç Ýêöñáóç ôçò f èá åßíáé ôçò ìïñöÞò f = Fp(x1; y)⊕ Fq(x1; z)⊕
Fr(x1; g) (äçë èá ðåñéÝ÷åé 3 "êáíïíéêïðïéçìÝíïõò" óýíèåôïõò üñïõò).
Áðü ôéò ëýóåéò áõôÝò, äçìéïõñãþíôáò ôéò m-éóïäýíáìÝò ôïõò ìðïñïýìå
íá ðÜñïõìå üëåò ôéò åëÜ÷éóôåò ëýóåéò ãéá ôçí f .

• ÅÜí ôï âÜñïò ôçò f åßíáé 4 Þ 5 (Ýóôù w(f) = m), ôüôå ôïõëÜ÷éóôïí
ìßá åê ôùí y; z; g èá Ý÷åé âÜñïò 1 (åäþ w(y) = 1). Áðü ôï èåþñçìá 7
éó÷ýåé: y ⊕ z = f2; y ⊕ g = f0; z ⊕ g = f1. ¸ôóé: w(f0) + w(f2) ≤
w(y) +w(z) +w(g) +w(z) = m+ 1. Ðñïöáíþò éó÷ýåé: w(f0) +w(f2) ≥
m. ¸ôóé åÜí w(f0) + w(f2) = m ôüôå ìðïñïýìå íá äçìéïõñãÞóïõìå
ìéá åëÜ÷éóôç Ýêöñáóç ãéá ôçí f áðåõèåßáò áðü ôéò åëÜ÷éóôåò åêöñÜóåéò
ôùí õðïóõíáñôÞóåùí óôç ìïñöÞ f = Fp(x1; y) ⊕ Fq(x1; z). ÅÜí w(f0) +
w(f2) = m+1, ôüôå ðñÝðåé íá õðÜñ÷åé ôïõëÜ÷éóôïí ìéá åëÜ÷éóôç Ýêöñáóç
ôùí f0; f2 ðïõ Ý÷ïõí Ýíá êïéíü üñï (óõíÜñôçóç y ìå w(y) = 1) (Ý÷ïõìå
èåùñÞóåé üôé åßíáé Ýíáò óýíèåôïò üñïò), äéáöïñåôéêÜ ôï âÜñïò ôçò f èá
åßíáé ìåãáëýôåñï áðü ôï m. Ï üñïò áõôüò èá óõíåíùèåß (ËÞììá 2) êáôÜ
ôç äçìéïõñãßá ôçò ôåëéêÞò åëÜ÷éóôçò Ýêöñáóçò ôçò f . Ç Ýêöñáóç ðïõ
èá äçìéïõñãçèåß èá åßíáé ôçò ìïñöÞò: Fp(x1; y) ⊕ Fq(x1; z) ⊕ Fr(x1; g).
ÅðéðëÝïí åëÜ÷éóôåò åêöñÜóåéò ìðïñïýí íá ðáñá÷èïýí ùò m-éóïäýíáìåò
áõôþí.

¦

ÐáñÜäåéãìá 33 ¸óôù ç ëïãéêÞ óõíÜñôçóç 4 ìåôáâëçôþí f = [128e]. Ç óõíÜñôçóç
áõôÞ Ý÷åé âÜñïò 3. Äýï åëÜ÷éóôåò åêöñÜóåéò ãéá ôéò õðïóõíáñôÞóåéò ôçò f1; f0 åßíáé:
(235) + (621) êáé (235) + (152) áíôßóôïé÷á. ÁõôÝò ïé åêöñÜóåéò (üðùò ìðïñïýìå íá
ðáñáôçñÞóïõìå) Ý÷ïõí Ýíáí êïéíü óýíèåôï üñï, ôïí (235). ¸ôóé åöáñìüæïíôáò ôï
áíÜðôõãìá ôïõ Shannon Ý÷ïõìå:

f = x̄f0 ⊕ xf1 = (2354)⊕ (6214)⊕ (2353)⊕ (1523) = (2356)⊕ (6214)⊕ (1523).
Ðáñáôçñïýìå üôé ï üñïò (235) ðïõ Þôáí êïéíüò ðáñÝìåéíå Ýíáò üñïò áëëÜæïíôáò

ôï ôåëåõôáßï Maitra cell ôïõ (óýìöùíá ìå ôï ËÞììá 2). Ç ôåëéêÞ Ýêöñáóç ãéá ôçí
f Ý÷åé 3 "êáíïíéêïðïéçìÝíïõò" óýíèåôïõò üñïõò.

¸÷åé áðïäåé÷ôåß [Pap77a] üôé ìéá óõíÜñôçóç 4 ìåôáâëçôþí Ý÷åé âÜñïò ôï ðïëý
3. ÊáôÜ óõíÝðåéá ìðïñïýìå íá âñïýìå ôïõëÜ÷éóôïí ìéá ëýóç ãéá óõíáñôÞóåéò 5
ìåôáâëçôþí.

Ôï åðüìåíï ðüñéóìá åßíáé áðüññïéá ôïõ ðñïçãïýìåíïõ èåùñÞìáôïò.

Ðüñéóìá 6 ¸óôù ìéá ëïãéêÞ óõíÜñôçóç f êáé fi; fj ; fk ïé õðïóõíáñôÞóåéò ôçò.
ÅÜí fi åßíáé óôáèåñÞ (åßíáé 0 Þ 1) ôüôå: w(f) = w(fj) = w(fk).

Óçìåéþíåôáé üôé ôï ðáñáðÜíù Ðüñéóìá áöïñÜ ôï ESCT âÜñïò ìéáò ëïãéêÞò
óõíÜñôçóçò êáé åßíáé áíôßóôïé÷ï ìå ôï Ðüñéóìá 1 ðïõ ðáñïõóéÜóôçêå ãéá ôéò åêöñÜóåéò
ESOP.

ÁðïôÝëåóìá ôç èåùñßáò ðïõ áíáðôý÷èçêå óôçí åíüôçôá áõôÞ Þôáí ç äçìéïõñãßá
ôïõ áëãïñßèìïõ Min1.

4.3 Åëá÷éóôïðïßçóç ÷ñçóéìïðïéþíôáò Óõããåíåßò ¼ñïõò

Óôï Èåþñçìá 8, ðáñïõóéÜóôçêå ç èåùñßá ãéá ôçí áêñéâÞ åëá÷éóôïðïßçóç ëïãéêþí
óõíáñôÞóåùí ìÝ÷ñé 5 ìåôáâëçôþí. Ôï ìåéïíÝêôçìá ôçò óõãêåêñéìÝíçò èåùñßáò åßíáé
üôé üôé ðáñÜãïíôáé ðïëëÝò m-éóïäýíáìåò ìïñöÝò, ïé ïðïßåò åí ãÝíåé åßíáé ðïëëÝò. Ãéá
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ðáñÜäåéãìá ãéá ìéá Ýêöñáóç 2 óýíèåôùí üñùí, ìðïñïýí íá ðáñá÷èïýí ôïõëÜ÷éóôïí
Üëëåò 3 m-éóïäýíáìåò åêöñÜóåéò (åöáñìüæïíôáò ôïõò ìåôáó÷çìáôéóìïýò ôùí Èå-
ùñçìÜôùí 5, 6 óôï ôåëåõôáßï ìüíï åðßðåäï). Ãéá ìéá Ýêöñáóç 3 óýíèåôùí üñùí
ìðïñïýìå íá Ý÷ïõìå ôïõëÜ÷éóôïí Üëëåò 9 m-éóïäýíáìåò åêöñÜóåéò. ÃåíéêÜ üóï ôï
âÜñïò ôçò óõíÜñôçóçò ðïõ èÝëïõìå íá åëá÷éóôïðïéÞóïõìå åßíáé ìåãáëýôåñï, ôüóï
ðåñéóóüôåñåò m-éóïäýíáìåò åêöñÜóåéò èá ðáñÜãïíôáé. Èá öáíåß üôé ìðïñïýìå íá
âñïýìå åëÜ÷éóôåò åêöñÜóåéò ãéá óõíáñôÞóåéò Ýùò 5 ìåôáâëçôÝò Þ ìå âÜñïò ôï ðïëý
4 ÷ùñßò íá äçìéïõñãÞóïõìå êáèüëïõ m-éóïäýíáìåò åêöñÜóåéò, ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôç
èåùñßá ôùí óõããåíþí üñùí.

4.3.1 ÂáóéêÜ ÈåùñÞìáôïò ãéá Óõããåíåßò ¼ñïõò

Èá ðáñïõóéáóôïýí, êáôáñ÷Þí, âáóéêÜ èåùñÞìáôá ãéá ôïõò óõããåíåßò üñïõò.

ËÞììá 4 ÅÜí P1 = c11c12 : : : c1n; P2 = c21c22 : : : c2n åßíáé äýï óõããåíåßò üñïé (c1i; c2i,
i = 1; : : : n åßíáé êýôôáñá Maitra ôçò ßäéá êëÜóçò) ôüôå êáé ç óõíÜñôçóç P1⊕P2 åßíáé
Ýíáò ìüíï óýíèåôïò üñïò êáé åðéðëÝïí åÜí ïé óýíèåôïé üñïé c11c12 : : : c1i; c21c22 : : : c2i,
i < n åßíáé ßóïé Þ áíôßóôñïöïé ôüôå ôá êýôôáñá Maitra ìåôáîý ôùí èÝóåùí i+ 2 êáé
n ôïõ üñïõ P1 ⊕ P2 èá áíÞêïõí óôçí ßäéá êëÜóç ìå áõôÜ ôùí P1; P2. Ôá õðüëïéðá
êýôôáñá Maitra ôïõ P1 ⊕ P2 èá áíôéðñïóùðåýïõí Ýíá literal xi+1; ¯xi+1 (äçëáäÞ èá
åßíáé ôçò ìïñöÞò (6 : : : 61) Þ (6 : : : 62) áíôßóôïé÷á).
Áðüäåéîç.
Ìðïñåß íá áðïäåé÷ôåß ðïëý åýêïëá ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôï ËÞììá 1.
¦

ÐáñÜäåéãìá 34 Éó÷ýåé: (1234)⊕(2334) = (6234) (ïé óýíèåôïé üñïé (1) êáé (2) åßíáé
áíôßóôñïöïé) Áêüìá: (123455) ⊕ (241466) = (666155) (ïé óýíèåôïé üñïé (123) êáé
(241) åßíáé áíôßóôñïöïé êáé óýìöùíá ìå ôï ËÞììá 2 (Ðßíáêáò 4.3) éó÷ýåé: (1234)⊕
(6661) = (2414).

Ðüñéóìá 7 ÅÜí M ⊕ P = P1 êáé P; P1 åßíáé óõããåíåßò óýíèåôïé üñïé, ôüôå ï
óýíèåôïò üñïò M åßíáé ôçò ìïñöÞò ðïõ ðáñïõóéÜóôçêå óôï ËÞììá 4.
¦

ËÞììá 5 Ôï Üèñïéóìá XOR äýï óõããåíþí óýíèåôùí üñùí Ý÷åé CIL (åðßðåäï óôá-
èåñÞò åéóüäïõ - Ïñéóìüò 24) ôïõëÜ÷éóôïí 1.
¦

ËÞììá 6 ÅÜí M ⊕P = P1, ìå P; P1 óõããåíåßò óýíèåôïõò üñïõò êáé Ì1 åßíáé Ýíáò
óýíèåôïò üñïò ìå ôïí ßäéï áñéèìü êõôôÜñùí Maitra (ßäéïò áñéèìüò ìåôáâëçôþí) ìå
ôïí M , CIL(M1)≥CIL(M) êáé êýôôáñá Maitra ôçò ßäéáò êëÜóçò ìå áõôÜ ôïõ M
áðü ôç èÝóç CIL(M1)+2 Ýùò ôï ôåëåõôáßï êýôôáñï Maitra , ôüôå M ⊕ P = P2 êáé
P1; P2 åßíáé óõããåíåßò óýíèåôïé üñïé.
Áðüäåéîç.
Ìðïñåß íá áðïäåé÷ôåß ðïëý åýêïëá ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôï ËÞììá 1.
¦

ÐáñÜäåéãìá 35 Éó÷ýåé: (1243) ⊕ (6123) = (2243) êáé (1243) ⊕ (6613) = (2443)
êáé ïé óýíèåôïé üñïé (2243) êáé (2443) åßíáé óõããåíåßò.
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ËÞììá 7 Ôï Üèñïéóìá XOR äýï óýíèåôùí üñùí P1; P2 (ìå n êýôôáñá Maitra ï
êáèÝíáò) êáé ìå CIL(M1)<CIL(M) êáé êýôôáñá Maitra ôçò ßäéáò êëÜóçò ìåôáîý
ôùí èÝóåùí MAX(CIL(P1),CIL(P2))+2 êáé ôçò n åßíáé åðßóçò Ýíáò óýíèåôïò üñïò
êáé åßíáé óõããåíÞò ôïõ P2.
Áðüäåéîç.
Ìðïñåß ðïëý åýêïëá íá áðïäåé÷ôåß ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôï ËÞììá 1.
¦

ÐáñÜäåéãìá 36 Éó÷ýåé: (666613)⊕ (661433) = (661413).

ËÞììá 8 ¸íáò óýíèåôïò üñïò P1 = c1c2 : : : cn (ci; i = 1; : : : n åßíáé ôá êýôôáñá
Maitra ôïõ üñïõ) ìðïñåß íá "óðÜóåé" (split) óôç èÝóç i óå äýï Üëëïõò óýíèåôïõò
üñïõò Q1;K1. Ôá êýôôáñá Maitra ôùí äýï áõôþí óýíèåôùí üñùí áíÞêïõí óôçí ßäéá
êëÜóç ìå ôá áíôßóôïé÷á êýôôáñá Maitra ôïõ P1, åêôüò ìüíï áðü ôï i-ïóôü cell. Ôá i-
ïóôÜ Maitra cells ôùí ôñéþí áõôþí üñùí P1; Q1;K1 áíÞêïõí óôéò ôñåéò äéáöïñåôéêÝò
êëÜóåéò áðü Maitra cells.
Áðüäåéîç.
Ìðïñåß íá áðïäåé÷ôåß ðïëý åýêïëá åîáíôëçôéêÜ.
¦

Ôï "óðÜóéìï" óå èÝóç ðïõ ôá êýôôáñá Maitra Ý÷ïõí óôáèåñÞ åßóïäï 0 äçìéïõñãåß
cells ôýðïõ 1; 2 Þ 6.

ÐáñÜäåéãìá 37 Éó÷ýåé: (1234) = (1264)⊕ (1244) êáé (1232) = (2411)⊕ (1235).

ËÞììá 9 ¸óôù äýï óõããåíåßò óýíèåôïé üñïé P1; P2. ÅÜí "óðÜóïõìå": P1 = P11⊕
P12; P2 = P21 ⊕ P22 óôçí ßäéá èÝóç (óýìöùíá ìå ôï ËÞììá 8), ôüôå ïé åêöñÜóåéò
ESCT P11 ⊕ P12; P21 ⊕ P22 áíÞêïõí óôçí ßäéá ãåííÞôñéá êëÜóç.
Áðüäåéîç.
Óýìöùíá ìå ôï ËÞììá 8, ïé óýíèåôïé üñïé P11; P12; P1 Ý÷ïõí ìüíï Ýíá êýôôáñï
Maitra óå äéáöïñåôéêÞ êëÜóç (Ýóôù üôé åßíáé ôï i-ïóôü). Ïé óýíèåôïé üñïé P21; P22; P2

èá äéáöÝñïõí åðßóçò óôï i-ïóôü êýôôáñï Maitra. Åßíáé ðñïöáíÝò üôé üëá ôá êýôôáñá
Maitra ôùí P11; P12; P21; P22 èá áíÞêïõí óôçí ßäéá êëÜóç, åêôüò áðü ôï i-ïóôü
êýôôáñï. ÕðÜñ÷ïõí ìüíï 3 êëÜóåéò áðü êýôôáñá Maitra. Áò õðïèÝóïõìå üôé ôï i-
ïóôü cell ôùí P1; P2 áíÞêåé óôçí ðñþôç êëÜóç. ¸óôù åðßóçò üôé ôï i-ïóôü êýôôáñï
ôïõ P11 áíÞêåé óôç äåýôåñç êëÜóç êáé ôïõ P12 óôçí ôñßôç êëÜóç. Ôï ßäéï éó÷ýåé êáé
ãéá ôá P21; P22. ÊáôÜ óõíÝðåéá ôá P11 êáé Ýíá åê ôùí P21; P22 èá åßíáé óõããåíåßò
óýíèåôïé üñïé. Ôï ßäéï èá éó÷ýåé êáé ãéá ôï P12. ÊáôÜ óõíÝðåéá ïé åêöñÜóåéò
P11 ⊕ P12; P21 ⊕ P22 èá áíÞêïõí óôçí ßäéá ãåííÞôñéá êëÜóç.
¦

ÐáñÜäåéãìá 38 ¸óôù ïé óýíèåôïé üñïé P = (1233) êáé Q = (1411) ðïõ åßíáé
óõããåíåßò. Áí "óðÜóïõìå" (óýìöùíá ìå ôï ËÞììá 8) ôïõò P;Q óôçí ôåëåõôáßá èÝóç
ôüôå ïé åêöñÜóåéò ðïõ èá ó÷çìáôéóôïýí åßíáé: (1234)⊕ (1236) êáé (1414)⊕ (1415).
Åßíáé ðñïöáíÝò üôé ïé äýï áõôÝò åêöñÜóåéò áíÞêïõí óôçí ßäéá ãåííÞôñéá êëÜóç.

4.3.2 ÁêñéâÞò Åëá÷éóôïðïßçóç ÷ñçóéìïðïéþíôáò Óõããåíåßò ¼ñïõò

Èåþñçìá 9 ¸óôù Q1 ìéá åëÜ÷éóôç ESCT Ýêöñáóç ìéáò ëïãéêÞò óõíÜñôçóçò f
(ìÝ÷ñé 5 ìåôáâëçôþí Þ âÜñïõò ôï ðïëý 4) ðïõ äçìéïõñãÞèçêå áðü ôéò åëÜ÷éóôåò
ESCT åêöñÜóåéò Fi1; Fij ôùí õðïóõíáñôÞóåþí ôçò fi; fj. Ìéá m-éóïäýíáìç ôçò Q1
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ESCT Ýêöñáóç (Q2) ìðïñåß íá äçìéïõñãçèåß áðü äýï Üëëåò åëÜ÷éóôåò åêöñÜóåéò
Fi2; Fj2 ôùí fi; fj, åÜí ïé fi1; Fj1 åßíáé m-éóïäýíáìåò ôùí Fi2; Fj2.
Áðüäåéîç.
Ôï Èåþñçìá 8 áðÝäåéîå üôé ãéá íá âñïýìå ìéá åëÜ÷éóôç Ýêöñáóç ãéá ìéá óõíÜñôçóç
(ôï ðïëý 5 ìåôáâëçôþí) åßíáé áñêåôü íá "åíþóïõìå" ôï ðïëý Ýíáí êïéíü üñï ìåôáîý
ôùí åëÜ÷éóôùí åêöñÜóåùí ôùí õðïóõíáñôÞóåùí ôçò óõíÜñôçóçò. Ìðïñåß åýêïëá íá
áðïäåé÷èåß üôé ôï ßäéï éó÷ýåé êáé ãéá ïðïéáäÞðïôå óõíÜñôçóç ìå âÜñïò ôï ðïëý 4,
åðåéäÞ óôéò ðåñéðôþóåéò áõôÝò ôï âÜñïò ôùí õðïóõíáñôÞóåùí åßíáé ôï ðïëý 3. Èá
áðïäåé÷ôåß üôé åÜí ìéá åëÜ÷éóôç ìïñöÞ Q1 ôçò ëïãéêÞò óõíÜñôçóçò f ìðïñåß íá
ðáñá÷èåß áðü ôéò åëÜ÷éóôåò ìïñöÝò Fi1 = Pi11 ⊕ : : : ⊕ Pi1q; Fj1 = Pj11 ⊕ : : : ⊕ Pj1r
(q; r ≤ 3) ôùí õðïóõíáñôÞóåùí fi; fj, áíôßóôïé÷á, ôüôå ìðïñïýìå íá äçìéïõñãÞóïõìå
ìéá Üëëç åëÜ÷éóôç ëýóç ãéá ôçí f áðü ôéò åëÜ÷éóôåò ëýóåéò Fi2 = Pi21 ⊕ : : : ⊕
Pi2q; Fj2 = Pj21 ⊕ : : :⊕ Pj2r ôùí fi; fj, åÜí ïé Fi2; Fj2 áíÞêïõí óôçí ßäéá ãåííÞôñéá
êëÜóç ìå ôéò Fi1; Fj1 áíôßóôïé÷á. Ïé üñïé Pi1l; Pi2l êáé Pj1l; Pj2l èåùñïýìå üôé åßíáé
áíÜ æåýãç óõããåíåßò. Èåùñïýìå ôñåéò äéáöïñåôéêÝò ðåñéðôþóåéò:

• ÅÜí w(f) = w(fi) ôüôå ç áðüäåéîç åßíáé ßäéá ìå ôçí áíôßóôïé÷ç ôïõ èåùñÞìáôïò
8.

• ÅÜí w(f) = w(fi) + w(fj), ôüôå áõôü óçìáßíåé üôé äåí õðÞñ÷å êáíåßò êïéíüò
üñïò áíÜìåóá óå åëÜ÷éóôåò åêöñÜóåéò äýï õðïóõíáñôÞóåùí ôçò f þóôå íá
"óõíåíùèåß". Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ ç Q2 èá äçìéïõñãçèåß áðü ôéò Fi2; Fj2 êáé
èá åßíáé åðßóçò åëÜ÷éóôç Ýêöñáóç ôçò f áöïý ïé Q1 êáé Q2 Ý÷ïõí ôïí ßäéï
áñéèìü üñùí êáé åðéðëÝïí ïé Q1; Q2, èá åßíáé m-éóïäýíáìåò ESCT åêöñÜóåéò.

• w(f) = w(fi) +w(fj)− 1, ðïõ óçìáßíåé üôé õðÞñ÷å Ýíáò êïéíüò üñïò áíÜìåóá
óôéò åëÜ÷éóôåò åêöñÜóåéò Fi1; Fj1 ôùí õðïóõíáñôÞóåùí fi; fj ôçò f êáé "óõ-
íåíþèçêå". Áò õðïèÝóïõìå üôé ï êïéíüò üñïò Þôáí ï Pi11 = Pj11 êáé ãéá
ôï ëüãï áõôü ïé óýíèåôïé üñïé Pi11; Pj11; Pi21; Pj21 åßíáé óõããåíåßò. Ç ESCT
Ýêöñáóç ðïõ ðáñÜãåôáé áðü ôéò åëÜ÷éóôåò åêöñÜóåéò Fi1; Fj1 ÷ñçóéìïðïéþíôáò
ôá áíáðôýãìáôá Shannon, èåôéêü Davio, áñíçôéêü Davio êáé áõôÜ ðïõ ðáñïõ-
óéÜóôçêáí óôï Èåþñçìá 3 ãéá ôçí f èá åßíáé:

Q1 = Fk•1 (x; Pi11⊕ : : :⊕Pi1q)⊕Fk•2 (x; Pj11⊕ : : :⊕Pj1r) = Fk•1 (x; Pi12⊕ : : :⊕
Pi1q)⊕ Fk•2 (x; Pj12 ⊕ : : :⊕ Pj1r)⊕ Fk•3 (x; P

•
i11)

üðïõ k•1; k•2; k•3 åßíáé êýôôáñá Maitra äéáöïñåôéêÞò êëÜóçò êáé ï óýíèåôïò üñïò
P •i11 åßíáé óõããåíÞò ôïõ Pi11. Áíôßóôïé÷á ç ESCT Ýêöñáóç ðïõ äçìéïõñãåßôáé
áðü áðü ôéò Fi2; Fj2 ÷ñçóéìïðïéþíôáò ìüíï ôá áíáðôýãìáôá Shannon, èåôéêü
Davio êáé áñíçôéêü Davio åßíáé:

Q2 = Fk1(x; Pi21 ⊕ : : : ⊕ Pi2q) ⊕ Fk2(x; Pj21 ⊕ : : : ⊕ Pj2r) = (Fk1(x; Pi11) ⊕
Fk2(x; Pj21))⊕ Fk1(x; Pi22 ⊕ : : :⊕ Pi2q)⊕ Fk2(x; Pj22 ⊕ : : :⊕ Pj2r).

ÅðéðëÝïí ôá æåýãç (k1; k•1); (k2; k•2) åßíáé êýôôáñá Maitra ðïõ áíÞêïõí óôçí
ßäéá êëÜóç. Èá áðïäåé÷ôåß üôé ç Q2 ìðïñåß ðÜíôá íá ìåôáó÷çìáôéóôåß þóôå
íá ðåñéÝ÷åé ôïí ßäéï áñéèìü üñùí ìå ôçí Q1 (óôçí ðñïçãïýìåíç ìïñöÞ ðåñéÝ÷åé
Ýíáí ðáñáðÜíù üñï) êáé åðéðëÝïí íá áíÞêåé êáé óôçí ßäéá ãåííÞôñéá êëÜóç ìå
ôçí Q1. Éó÷ýåé:

Fi1 ⊕ Fi2 = 0 ⇔ (Pi12 ⊕ : : : Pi1q)⊕ (Pi22 ⊕ : : :⊕ Pi2q) = Pi11 ⊕ Pi21 = M1,

áöïý ïé Pi11; Pi21 åßíáé óõããåíåßò óýíèåôïé üñïé (ËÞììá 4). Áíôßóôïé÷á:

Fj1 ⊕ Fj2 = 0 ⇔ (Pj12 ⊕ : : : Pj1r)⊕ (Pj22 ⊕ : : :⊕ Pj2r) = Pj11 ⊕ Pj21 = M2.
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Åíüôçôá 4.3. ÅËÁ×ÉÓÔÏÐÏÉÇÓÇ ×ÑÇÓÉÌÏÐÏÉÙÍÔÁÓ ÓÕÃÃÅÍÅÉÓ ¼ÑÏÕÓ

Óýìöùíá ìå ôï ËÞììá 4 ïé üñïé èá Ý÷ïõí êýôôáñá Maitra ôçò ßäéáò êëÜóçò
áðü ôç èÝóç MAX(CIL(P1),CIL(P2))+2 Ýùò ôï ôåëåõôáßï êýôôáñï Maitra.
ÅðéðëÝïí ïé óýíèåôïé üñïé M1;M2 ìðïñïýí íá åíùèïýí óå Ýíáí áöïý: M1 ⊕
M2 = Pi21 ⊕ Pj21 = M êáé Pi21; Pj21 åßíáé óõããåíåßò óýíèåôïé üñïé. Áò
õðïèÝóïõìå, ÷ùñßò âëÜâç ôçò ãåíéêüôçôáò, üôé CIL(M2)≤CIL(M1).

1. ÅÜí CIL(M2)<CIL(M1) ôüôå óýìöùíá ìå ôï ËÞììá 7 ï óýíèåôïò üñïò
Ì èá åßíáé óõããåíÞò ôïõ M2. Ç ESCT Ýêöñáóç Q2 ìðïñåß íá îáíáãñáöôåß
ùò:
Q2 = (Fk1(x; Pi11)⊕Fk2(x; Pj21))⊕Fk1(x; Pi22⊕: : :⊕Pi2q)⊕Fk2(x; Pj22⊕
: : : ⊕ Pj2r) = (Fk3(x; Pi11) ⊕ Fk2(x; Pi11) ⊕ Fk2(x; Pj21)) ⊕ Fk1(x; Pi22 ⊕
: : : ⊕ Pi2q) ⊕ Fk2(x; Pj22 ⊕ : : : ⊕ Pj2r) = (Fk3(x; Pi11) ⊕ Fk2(x; Pi11 ⊕
Pj21))⊕Fk1(x; Pi22⊕: : :⊕Pi2q)⊕Fk2(x; Pj22⊕: : :⊕Pj2r) = (Fk3(x; Pi11)⊕
Fk2(x;M))⊕ Fk1(x; Pi22 ⊕ : : :⊕ Pi2q)⊕ Fk2(x; Pj22 ⊕ : : :⊕ Pj2r).
Ôá Maitra cells k3; k•3 áíÞêïõí óôçí ßäéá êëÜóç. Ç åîßóùóç: (Pj12 ⊕
: : : Pj1r) ⊕ (Pj22 ⊕ : : : ⊕ Pj2r) = M2 ìðïñåß íá îáíáãñáöôåß ùò: (Pj12 ⊕
: : : Pj1r) = M2 ⊕ (Pj22 ⊕ : : : ⊕ Pj2r) êÜôé ðïõ äçëþíåé üôé ï óýíèåôïò
üñïò M2 èá åíùèåß ìå ôïõò óýíèåôïõò üñïõò (Pj22 ⊕ : : :⊕ Pj2r) þóôå íá
äçìéïõñãÞóåé ôïõò óýíèåôïõò üñïõò: (Pj12 ⊕ : : : ⊕ Pj1r), üðïõ êÜèå Pj1i
åßíáé óõããåíÞò óýíèåôïò üñïò ôïõ Pj2i. Áöïý ôï âÜñïò ôùí õðïóõíáñôÞ-
óåùí åßíáé ôï ðïëý 3, Ýðåôáé üôé ôï M2 èá åíùèåß ìå ôï ðïëý 2 áêüìá
óýíèåôïõò üñïõò. ÅÜí åíùèåß ìå Ýíáí ìüíï üñï (ãéá ðáñÜäåéãìá ìå ôïí
Pj22) ãéá íá äçìéïõñãÞóåé Ýíá óõããåíÞ (ùò ðñïò ôïí Pj22) óýíèåôï üñï,
ôüôå ï Ì , óýìöùíá ìå ôï ËÞììá 4, ìðïñåß åðßóçò íá åíùèåß ìå ôïí Pj22

ãéá íá äçìéïõñãÞóåé Ýíáí óõããåíÞ ôïõ óýíèåôï üñï. ÅÜí ï M2 äåí ìðïñåß
íá åíùèåß ìå Ýíáí ìüíï üñï, ôüôå èá åíùèåß ìå äýï (Pj22; Pj23). Óôçí
ðåñßðôùóç áõôÞ ï M2 èá "óðÜóåé" óå äýï óýíèåôïõò üñïõò M21;M22,
óýìöùíá ìå ôï ËÞììá 8 êáé êÜèå Ýíáò áðü áõôïýò èá åíùèåß ìå ôïõò
Pj22; Pj23. Óýìöùíá ìå ôï ËÞììá 9 êáé ï Ì ìðïñåß íá äéáóðáóôåß óôïõò
üñïõò K1;K2, ïé ïðïßïé èá åßíáé óõããåíåßò ôùí M21;M22. Ëüãù ôïõ
ËÞììáôïò 7 ïé K1;K2 èá ìðïñïýí íá åíùèïýí ìå ôïõò Pj22; Pj23 ãéá íá
äçìéïõñãÞóïõí äýï íÝïõò óýíèåôïõò üñïõò ïé ïðïßïé èá åßíáé óõããåíåßò
ôùí Pj22; Pj23.

2. ÅÜí CIL(M2)=CIL(M1) ôüôå ï Ì èá Ý÷åé êýôôáñá Maitra ôçò ßäéáò
êëÜóçò ìå áõôÜ ôùí M1;M2 áðü êÜðïéá èÝóç ≥ CIL(M2)+3 Ýùò ôï
ôåëåõôáßï êýôôáñï Maitra, åíþ ôá õðüëïéðá èá áíáðáñéóôïýí Ýíá literal
ìåôáâëçôÞò. ËáìâÜíïíôáò õðüøç êáé ôï ËÞììá 7, ç áðüäåéîç åßíáé ßäéá
ìå ôçí ðñïçãïýìåíç ðåñßðôùóç.

Óå êÜèå ðåñßðôùóç ï óýíèåôïò üñïò Ì èá åíóùìáôùèåß ìå ôïõò Pj22; : : : ; Pj2m
ãéá íá äçìéïõñãÞóåé ìéá m-éóïäýíáìç ESCT Ýêöñáóç. Åßíáé ðñïöáíÝò üôé ç Q2

èá åßíáé m-éóïäýíáìç ôçò Q1 êáé èá áðïôåëåßôáé áðü w(fi) + w(fj) − 1 óýíèåôïõò
üñïõò, ïðüôå èá åßíáé êáé åëÜ÷éóôç Ýêöñáóç ãéá ôçí f .
¦

Ôï ðáñáðÜíù èåþñçìá äçëþíåé üôé äåí ÷ñåéáæüìáóôå üëåò ôéò m-éóïäýíáìåò
åêöñÜóåéò ôùí õðïóõíáñôÞóåùí ãéá íá âñïýìå åëÜ÷éóôåò åêöñÜóåéò ãéá ìéá ëïãéêÞ
óõíÜñôçóç. ×ñåéáæüìáóôå ìüíï ìßá áðü êÜèå "ïéêïãÝíåéá" m-éóïäýíáìùí åêöñÜóåùí.
Áõôü ðñáêôéêÜ óçìáßíåé üôé ï ÷þñïò áíáæÞôçóçò ôïõ ðñïâëÞìáôïò ìåéþíåôáé äñáóôéêÜ.
Ôï ãåãïíüò áõôü ðáñïõóéÜæåôáé ÷áñáêôçñéóôéêÜ óôï ðáñÜäåéãìá 39.
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Åíüôçôá 4.4. ÃÅÍÉÊÅÕÓÇ ÈÅÙÑÉÁÓ ÅËÁ×ÉÓÔÏÐÏÉÇÓÇÓ ÅÊÖÑÁÓÅÙÍ ESCT

Ðßíáêáò 4.6: ÏéêïãÝíåéåò åêöñÜóåùí ãéá ôéò õðïóõíáñôÞóåéò ôçò óõíÜñôçóçò [128e].
[12] [8E] [9C]

(133)⊕(234) (113)⊕(144) (613)⊕(254)
(211)⊕ (112) (231)⊕ (222) (621)⊕ (152)
(131)⊕ (114) (111)(224) (611)⊕ (154)
(213)⊕ (232) (233)⊕ (142) (623)⊕ (252)
(136)⊕(624) (146)⊕(153) (256)⊕(263)
(216)⊕ (612) (226)⊕ (251) (156)⊕ (161)
(135)⊕ (614) (145)⊕ (151) (255)⊕ (261)
(215)⊕ (612) (225)⊕ (253) (155)⊕ (163)
(236)⊕(623) (116)⊕(154) (264)⊕(616)
(116)⊕ (611) (236)⊕ (252) (162)⊕ (626)
(235)⊕ (621) (115)⊕ (254) (164)⊕ (615)
(115)⊕ (613) (235)⊕ (152) (262)⊕ (625)

ÐáñÜäåéãìá 39 Áò èåùñÞóïõìå ôç ëïãéêÞ óõíÜñôçóç 4 ìåôáâëçôþí f = [128Å].
Ôï âÜñïò ôçò ðáñáðÜíù óõíÜñôçóçò åßíáé 3. Óôçí Åéêüíá 4.1 ðáñïõóéÜæåôáé ôï
äÝíôñï-ãåííÞôñéá ôçò óõíÜñôçóçò áõôÞò. Ôï áñéóôåñü êëáäß ôïõ åßíáé ç õðïóõ-
íÜñôçóç f1 ôçò êïñõöÞò, åíþ ôï ìåóáßï êáé ôï äåîß åßíáé ïé f0; f2 áíôßóôïé÷á.
Ìå ðëÜãéïõò ÷áñáêôÞñåò åßíáé üëåò ïé åëÜ÷éóôåò åêöñÜóåéò ôùí õðïóõíáñôÞóåùí
f1 = [12]; f0 = [8Å]; f2 = [9C]. Ìå Ýíôïíïõò ÷áñáêôÞñåò åßíáé ïé åêöñÜóåéò ðïõ
áðáéôïýíôáé áðü ôï Èåþñçìá 9. Áò ïíïìÜóïõìå ìéá ëýóç ôçò ðáñáðÜíù óõíÜñôçóçò
Q. Ïé "ïéêïãÝíåéåò" ëïãéêþí åêöñÜóåùí ãéá ôéò õðïóõíáñôÞóåéò (äçëáäÞ áõôÝò ðïõ
áíÞêïõí óôçí ßäéá ãåííÞôñéá êëÜóç) ðáñïõóéÜæïíôáé óôïí Ðßíáêá 4.6.

Óýìöùíá ìå ôï Èåþñçìá 9 ÷ñåéáæüìáóôå ìüíï ìßá áðü êÜèå ôÝôïéá ïéêïãÝíåéá.
Äýï áðü ôéò åëÜ÷éóôåò åêöñÜóåéò ôùí õðïóõíáñôÞóåùí f1; f0 åßíáé ïé (136)⊕ (624)
êáé (116) ⊕ (154) áíôßóôïé÷á. Åöáñìüæïíôáò ôï Èåþñçìá Shannon Ý÷ïõìå: Q =
(1364)⊕(6244)⊕(1163)⊕(1543). Ðáñáôçñïýìå üìùò üôé ïé óýíèåôïé üñïé: (136); (116)
åßíáé óõããåíåßò (ìå ãåííÞôïñá óýíèåôï üñï ôïí (136)). ¸ôóé, ï óýíèåôïò üñïò (136)
ìðïñåß íá åêöñáóôåß ùò: (136) = (116) ⊕ (616). Ç ëýóç Q ìðïñåß íá ãñáöôåß ùò:
Q = (1164)⊕ (6164)⊕ (6244)⊕ (1163)⊕ (1543). O óýíèåôïò üñïò (6164) ìðïñåß íá
óõíåíùèåß ìå ôïí (6244) ãéá íá äçìéïõñãÞóåé ôïí (6114) êáé ç ëýóç Q ìðïñåß íá
ãñáöôåß ùò: Q = (1166)⊕(1543)⊕(6114). Ç ßäéá áêñéâþò ëýóç ãéá íá äçìéïõñãçèåß
(÷ñçóéìïðïéþíôáò ôï Èåþñçìá 8) èá áðáéôïýóå íá Ý÷ïõí äçìéïõñãçèåß ïé ëýóåéò
(116)⊕ (611) êáé (116)⊕ (154) ôùí f1; f0, äçëáäÞ íá Ý÷ïõìå ðåñéóóüôåñåò áðü ìßá
ëýóåéò óå êÜèå ïéêïãÝíåéá åëá÷ßóôùí åêöñÜóåùí.

ÔåëéêÜ, óýìöùíá ìå ôï Èåþñçìá 9 ÷ñåéÜæåôáé íá áíáæçôÞóïõìå óõããåíåßò üñïõò
óå 9 åêöñÜóåéò, åíþ óýìöùíá ìå ôï Èåþñçìá 8 ÷ñåéÜæåôáé íá áíáæçôÞóïõìå êïéíïýò
üñïõò óå 36 åêöñÜóåéò.

ÁðïôÝëåóìá ôç èåùñßáò ðïõ áíáðôý÷èçêå óôçí åíüôçôá áõôÞ Þôáí ç äçìéïõñãßá
ôïõ áëãïñßèìïõ EMin1.

4.4 Ãåíßêåõóç Èåùñßáò Åëá÷éóôïðïßçóçò åêöñÜóåùí ESCT

¸÷ïõìå äåé, óôçí Ýùò ôþñá èåùñßá, üôé ìéá ëïãéêÞ óõíÜñôçóç ìéáò åîüäïõ ìðïñåß
ðÜíôá íá ãñáöôåß óå ìßá áðü ôéò ôñåéò êáíïíéêïðïéçìÝíåò ìïñöÝò ôïõ ÈåùñÞìáôïò
7. ÅðéðëÝïí åßäáìå üôé ãéá íá åíôïðßóïõìå ìéá åëÜ÷éóôç ESCT ìïñöÞ ãéá ëïãéêÝò
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Åíüôçôá 4.4. ÃÅÍÉÊÅÕÓÇ ÈÅÙÑÉÁÓ ÅËÁ×ÉÓÔÏÐÏÉÇÓÇÓ ÅÊÖÑÁÓÅÙÍ ESCT

(133)+(234)
(211)+(112)
(131)+(114)
(213)+(232)

(136)+(624)
(216)+(612)
(135)+(614)
(215)+(612)

(236)+(623)
(116)+(611)
(235)+(621)
(115)+(613)

128E

12 8E 9C

1 2 3 8 E 6 9 C 5
(23) (13) (62) (14) (11) (15) (25) (61) (26)

(113)+(144)
(231)+(222)
(111)+(224)
(233)+(142)

(146)+(153)
(226)+(251)
(145)+(151)
(225)+(253)

(116)+(154)
(236)+(252)
(115)+(254)
(235)+(152)

(613)+(254)
(621)+(152)
(611)+(154)
(623)+(252)

(256)+(263)
(156)+(161)
(255)+(261)
(155)+(163)

(264)+(616)
(162)+(626)
(164)+(615)
(262)+(625)

(1166)+(1543)+(6114)
(1165)+(1541)+(6114)
(2356)+(6214)+(1523)

Åéêüíá 4.1: ÄÝíôñï ÃåííÞôñéá êáé åëÜ÷éóôåò ESCT åêöñÜóåéò êÜèå êüìâïõ ãéá ôç
óõíÜñôçóç [128e]

óõíáñôÞóåéò Ýùò 5 ìåôáâëçôþí åéóüäïõ, ÷ñçóéìïðïéïýìå ôéò åëÜ÷éóôåò ESCT åêöñÜ-
óåéò ôùí õðïóõíáñôÞóåþí ôçò.

Óôï êåöÜëáéï áõôü èá åðé÷åéñçèåß ç ãåíßêåõóç ôçò èåùñßáò åëá÷éóôïðïßçóçò
åêöñÜóåùí ESCT ãéá ëïãéêÝò óõíáñôÞóåéò n ìåôáâëçôþí åéóüäïõ. Ôá èåùñÞìáôá
ôïõ êåöáëáßïõ áõôïý Ý÷ïõí ðñùôßóôùò èåùñçôéêÞ óçìáóßá áöïý ç õëïðïßçóç ôïõò
(ìå ôç âïÞèåéá Ç/Õ) åßíáé áíÝöéêôç, ôïõëÜ÷éóôïí ãéá óõíáñôÞóåéò ìå ìåãÜëï áñéèìü
ìåôáâëçôþí åéóüäïõ. Ðáñüëá áõôÜ ôá åðüìåíá èåùñÞìáôá èá ìáò ïäçãÞóïõí óôçí
êáôáóêåõÞ ðñáêôéêïý áëãïñßèìïõ (XMin6) ï ïðïßïò åíôïðßæåé áêñéâåßò ESCT åê-
öñÜóåéò ãéá óõíáñôÞóåéò ìÝ÷ñé 6 ìåôáâëçôÝò åéóüäïõ. ÐáñÜëëçëá ìáò äßíïõí ôá
áðáñáßôçôá åöüäéá ãéá íá åðé÷åéñÞóïõìå ìéá ðñþôç ðñïóÝããéóç óôï ðñüâëçìá ôçò
åíïðïßçóçò ôçò èåùñßáò åëá÷éóôïðïßçóçò ãéá åêöñÜóåéò ESOP êáé åêöñÜóåéò ESCT.

Ôï åðüìåíï ËÞììá ìáò äåß÷íåé üôé ìðïñïýìå íá âñïýìå Ýíá öñÜãìá áíÜìåóá
óôï Üèñïéóìá ôùí âáñþí äýï õðïóõíáñôÞóåùí ìéáò ëïãéêÞò óõíÜñôçóçò êáé óôï
ðñáãìáôéêü âÜñïò ôçò óõíÜñôçóçò áõôÞò.

ËÞììá 10 ÅÜí fi; fj åßíáé äýï õðïóõíáñôÞóåéò ìéáò ëïãéêÞò óõíÜñôçóçò f ðïõ
åîáñôÜôáé áðü n+1 ìåôáâëçôÝò åéóüäïõ, k1; k2; g åßíáé ëïãéêÝò óõíáñôÞóåéò n ìåôáâëçôþí,
g ∈ R, üðïõ R Ýíá óõãêåêñéìÝíï óýíïëï óõíáñôÞóåùí êáé:

• fi = k1 ⊕ ê3

• fj = k2 ⊕ ê3

• s(f) = w(k1) + w(k2) + w(k3), k3 = g ∈ R þóôå s(f) = MIN∀g(w(fi ⊕ g) +
w(fj ⊕ g) + w(g))

ôüôå [w(fi) + w(fj)] − s(f) = [w(fi) + w(fj)] − [w(k1) + w(k2) + w(k3)] ≤
MAX(w(k3)) êáé k3 åßíáé åêåßíåò ïé óõíáñôÞóåéò g ãéá ôéò ïðïßåò âñßóêïõìå ôï
åëÜ÷éóôï s(f).
Áðüäåéîç.
Éó÷ýåé: fi = k1⊕k3 ⇔ w(fi) = w(k1⊕k3) ≤ w(k1)+w(k3) ⇒ w(fi) ≤ w(k1)+w(k3).
Áíôßóôïé÷á: w(fj) ≤ w(k2) + w(k3). ÊáôÜ óõíÝðåéá: [w(fi) + w(fj)] − [w(k1) +
w(k2) + w(k3)] ≤ w(k3). Êáé åðåéäÞ ïé k3 ìðïñïýí íá Ý÷ïõí äéáöïñåôéêÜ âÜñç
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÷ñçóéìïðïéïýìå ôï ðÜíù üñéï ôùí âáñþí ôùí k3 äçëáäÞ: [w(fi) + w(fj)]− [w(k1) +
w(k2) + w(k3)] ≤MAX(w(k3))
¦

Ôï ËÞììá 10 ìðïñåß íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ãéá ôçí åýñåóç åíüò áêñéâÝóôåñïõ ðÜíù
ïñßïõ ãéá ôï âÜñïò ìéáò ôõ÷áßáò ëïãéêÞò óõíÜñôçóçò óå ó÷Ýóç ìå áõôü ðïõ ðñïêýðôåé
áðü ôçí åöáñìïãÞ ôùí áíáðôõãìÜôùí Shannon, èåôéêïý êáé áñíçôéêïý Davio. Èõìß-
æïõìå üôé Ýíá ðÜíù üñéï ãéá ôï ESCT âÜñïò ìéáò óõíÜñôçóçò ìðïñåß íá âñåèåß ùò:
w(f) ≤MAX(w(f0) + w(f1); w(f0) + w(f2); w(f1) + w(f2))). Ôï ðáñáðÜíù ËÞììá
éó÷ýåé ãéá êÜèå äõíáôü æåýãïò õðïóõíáñôÞóåùí ìéáò óõíÜñôçóçò (f0; f1); (f0; f2); (f1; f2)
êáé äçëþíåé üôé ç äéáöïñÜ ôïõ ðñáãìáôéêïý âÜñïõò ìéáò ëïãéêÞò óõíÜñôçóçò f áðü
ôçí åêôßìçóç ðïõ ðñïêýðôåé ùò w(fi) + w(fj) êáé fi 6= fj ; i; j = 0; 1; 2 åßíáé ðÜíôá
öñáãìÝíç. ÅÜí ç åêôßìçóç ôïõ âÜñïõò åßíáé: w(f0) + w(f1); w(f0) + w(f2); w(f1) +
w(f2), ôüôå ôï öñÜãìá ðñïêýðôåé áðü ôïí Ðßíáêá 4.5 êáé åßíáé: w(g); w(y); w(z)
áíôßóôïé÷á.

Óôá åðüìåíá èåùñÞìáôá ç èåùñßá åëá÷éóôïðïßçóçò ESCT åêöñÜóåùí ãåíéêåýåôáé
ãéá óõíáñôÞóåéò n ìåôáâëçôþí åéóüäïõ. Áðü ôá èåùñÞìáôá áõôÜ ðáñÜãåôáé ùò
óõìðÝñáóìá ç ìåèïäïëïãßá ãéá ôçí åëá÷éóôïðïßçóç ëïãéêþí óõíáñôÞóåùí ìå áñéèìü
ìåôáâëçôþí åéóüäïõ ôï ðïëý 6.

Èåþñçìá 10 ÊÜèå åëÜ÷éóôç ESCT Ýêöñáóç ãéá ìéá ëïãéêÞ óõíÜñôçóç f ðïõ åîá-
ñôÜôáé áðü n ìåôáâëçôÝò åéóüäïõ ìðïñåß íá ðáñá÷èåß åíþíïíôáò (ðñáãìáôïðïéþíôáò
Üèñïéóìá XOR) ïðïéáäÞðïôå ëïãéêÞ óõíÜñôçóç n − 1 ìåôáâëçôþí (Ýóôù g) ìå ôéò
õðïóõíáñôÞóåéò f0; f1 ôçò f . Ç åëÜ÷éóôç ìïñöÞ èá åßíáé: Q = Fp(x; f∗0 ⊕ g) ⊕
Fq(x; f∗1 ⊕ g) ⊕ Fr(x; g) êáé p = 1; 3; q = 2; 4; r = 5; 6; f∗i = fi; f̄i; i = 0; 1. Ïé
óõíäõáóìïß ôùí (p; q; r; f∗0 ; f∗1 ) ðñïêýðôïõí áðü ôïí Ðßíáêá 4.5.
Áðüäåéîç.
ÊÜèå åëÜ÷éóôç ESCT ìïñöÞ ôçò óõíÜñôçóçò f (áò ôçí ïíïìÜóïõìå E) ìðïñåß íá
ãñáöôåß óå ìßá áðü ôéò êáíïíéêïðïéçìÝíåò ìïñöÝò ôïõ ÈåùñÞìáôïò 7. Äéáêñßíïíôáé
ïé áêüëïõèåò ðåñéðôþóåéò:

• ÅÜí ç ESCT Ýêöñáóç E åßíáé óôçí ðñþôç ìïñöÞ ôïõ ÈåùñÞìáôïò 7, ôüôå ìéá
áðü ôéò õðïóõíáñôÞóåéò ôçò f åßíáé óôáèåñÞ 0 Þ 1 (Ýóôù fi). ÊÜèå åëÜ÷éóôç
ESCT Ýêöñáóç ãéá ôçí f èá ðáñá÷èåß áðü ôéò åëÜ÷éóôåò ESCT åêöñÜóåéò ôùí
óõíáñôÞóåùí f0 ⊕ g, f1 ⊕ g, åðéëÝãïíôáò g = 0 Þ 1. Ãéá ðáñÜäåéãìá áí f2 = 1
êáé åðéëÝãïíôáò g = 0, ôüôå:

f = x(f1 ⊕ 0)⊕ x̄(f0 ⊕ 0)⊕ 0 = (f1 = 1 ⇔ f0 = f̄1)

x̄f̄1 ⊕ xf1 = x⊕ f1 = F5(x; f1)

(óýìöùíá ìå ôïí Ðßíáêá 4.5).

• ¸óôù üôé ç ESCT Ýêöñáóç E åßíáé óôç äåýôåñç ìïñöÞ ôïõ ÈåùñÞìáôïò 7.
Ôüôå êÜèå åëÜ÷éóôç ESCT Ýêöñáóç ãéá ôçí f èá ðáñá÷èåß áðü ôéò åëÜ÷éóôåò
ESCT åêöñÜóåéò ôùí õðïóõíáñôÞóåþí ôçò êáé èá áíôéóôïé÷åß óôá áíáðôýãìáôá
Shannon, Davio Þ óå êÜðïéï áðü áõôÜ ðïõ ðáñïõóéÜóôçêáí óôï Èåþñçìá 3.
ÊáôÜ óõíÝðåéá êÜèå åëÜ÷éóôç ESCT Ýêöñáóç ãéá ôçí f èá ðáñá÷èåß áðü ôéò
åëÜ÷éóôåò ESCT åêöñÜóåéò ôùí óõíáñôÞóåùí: f0 ⊕ g; f1 ⊕ g Þ f0 ⊕ g; f1 ⊕ g
åðéëÝãïíôáò g = f0 Þ f1 Þ 0 Þ 1. Ðñïöáíþò ïé åëÜ÷éóôåò ESCT åêöñÜóåéò ôùí
f0 ⊕ g; f1 ⊕ g ðáñÜãïíôáé ìå ôåôñéììÝíï ôñüðï (Èåþñçìá 5) áðü ôéò åëÜ÷éóôåò
ESCT åêöñÜóåéò ôùí óõíáñôÞóåùí f0⊕ g; f1⊕ g. Ãéá ðáñÜäåéãìá åðéëÝãïíôáò
g = f0 êáé (p; q; r) = (3; 4; 6) ôüôå ç åëÜ÷éóôç ESCT Ýêöñáóç èá åßíáé:
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F3(x; f0⊕ f0)⊕F4(x; f1⊕ f0)⊕ f0 = xf2⊕ f0 ðïõ áíôéóôïé÷åß óôï áíÜðôõãìá
èåôéêü Davio.

• ¸óôù üôé ç ESCT Ýêöñáóç Å åßíáé óôçí ôñßôç ìïñöÞ ôïõ ÈåùñÞìáôïò 7. Ôüôå
êÜèå ôÝôïéá åëÜ÷éóôç ìïñöÞ èá åßíáé: f = fp(x; y)⊕ Fq(x; z)⊕ Fr(x; g) üðïõ
p = 1; 3; q = 2; 4; r = 5; 6 êáé f∗0 = y ⊕ g; f∗1 = z ⊕ g; f∗0 = f0; f̄0); f∗1 =
f1; f̄1. Ðñïöáíþò äåí ãíùñßæïõìå ôéò óõíáñôÞóåéò y; z; g áëëÜ ãíùñßæïõìå
ôéò õðïóõíáñôÞóåéò f0; f1. Ãíùñßæïõìå, åðßóçò, üôé ïé óõíáñôÞóåéò y; z; g äåí
åîáñôþíôáé áðü ôç ìåôáâëçôÞ x. Ãéá íá ôéò âñïýìå äçìéïõñãïýìå ôá áèñïßóìáôá
XOR üëùí ôùí äõíáôþí óõíáñôÞóåùí g ìå ôéò õðïóõíáñôÞóåéò f0; f1 þóôå
íá ðáñÜãïõìå ôéò êáôÜëëçëåò y; z óõíáñôÞóåéò êáé ôéò áíôßóôïé÷åò åëÜ÷éóôåò
ESCT åêöñÜóåéò ôïõò. Ïé åëÜ÷éóôåò ESCT åêöñÜóåéò ãéá ôéò áíôßóôñïöåò
f0; f1 ðáñÜãïíôáé ìå ôåôñéììÝíï ôñüðï áðü ôéò åëÜ÷éóôåò ESCT åêöñÜóåéò ôùí
õðïóõíáñôÞóåùí. Ç åëÜ÷éóôç Ýêöñáóç ãéá ôçí f èá åßíáé: Q = Fp(x; f∗0 ⊕
g)⊕ Fq(x; f∗1 ⊕ g)⊕ Fr(x; g).

¦

Ôï óõìðÝñáóìá áðü ôï ðñïçãïýìåíï Èåþñçìá åßíáé üôé ìðïñïýìå, óå êÜèå ðåñß-
ðôùóç, íá åíôïðßæïõìå ïðïéáäÞðïôå åëÜ÷éóôç ESCT Ýêöñáóç ãéá ìéá ëïãéêÞ óõíÜñôçóç
áí ìðïñïýìå íá âñßóêïõìå ôéò åëÜ÷éóôåò ESCT åêöñÜóåéò ôùí áèñïéóìÜôùí XOR
ôùí õðïóõíáñôÞóåþí ôçò f0; f1 ìå ïðïéáäÞðïôå ëïãéêÞ óõíÜñôçóç g.

ÐñÝðåé íá óçìåéùèåß ðùò ôá ðïñßóìáôá ôïõ ÈåùñÞìáôïò 10 åðåêôåßíïíôáé ãéá
ïðïéïäÞðïôå æåýãïò õðïóõíáñôÞóåùí ìéáò ëïãéêÞò óõíÜñôçóçò (êáé ü÷é ìüíï ãéá ôéò
f0; f1).

Ôï åðüìåíï èåþñçìá áðïôåëåß Üìåóç áðüññïéá ôïõ ÈåùñÞìáôïò 10 êáé âåëôéþíåé
ôá ðïñßóìáôÜ ôïõ, ÷ñçóéìïðïéþíôáò üìùò êáé ôçí ôñßôç õðïóõíÜñôçóç f2 ãéá ôçí
ðáñáãùãÞ ESCT åêöñÜóåùí.

Èåþñçìá 11 Ìéá åëÜ÷éóôç ESCT Ýêöñáóç ãéá ìéá ëïãéêÞ óõíÜñôçóç f ðïõ åîáñ-
ôÜôáé áðü n ìåôáâëçôÝò åéóüäïõ ìå âÜñïò ôï ðïëý W ìðïñåß íá ðáñá÷èåß åíþíïíôáò
(ðñáãìáôïðïéþíôáò Üèñïéóìá XOR) ëïãéêÝò óõíáñôÞóåéò n−1 ìåôáâëçôþí ìå âÜñïò
ôï ðïëý bW3 c ìå ôéò õðïóõíáñôÞóåéò ôçò f .
Áðüäåéîç.
ÊÜèå åëÜ÷éóôç ESCT ìïñöÞ ôçò óõíÜñôçóçò f (áò ôçí ïíïìÜóïõìå E) ìðïñåß íá
ãñáöôåß óå ìßá áðü ôéò êáíïíéêïðïéçìÝíåò ìïñöÝò ôïõ ÈåùñÞìáôïò 7. Äéáêñßíïíôáé
ïé áêüëïõèåò ðåñéðôþóåéò:

• ÅÜí ç ESCT Ýêöñáóç E åßíáé óôçí ðñþôç Þ ôç äåýôåñç êáíïíéêïðïéçìÝíç
ìïñöÞ ôïõ ÈåùñÞìáôïò 7, ôüôå åßíáé ðñïöáíÝò üôé ìðïñïýìå íá äçìéïõñãÞóïõìå
åëÜ÷éóôåò ESCT åêöñÜóåéò ãéá ôçí f êáôåõèåßáí áðü ôéò åëÜ÷éóôåò ESCT
åêöñÜóåéò ôùí õðïóõíáñôÞóåþí ôçò.

{ Óôçí ðñþôç ðåñßðôùóç (ðñþôç êáíïíéêïðïéçìÝíç ìïñöÞ), ôï âÜñïò ôçò f
åßíáé ßóï ìå áõôü êÜðïéáò ìç óôáèåñÞò õðïóõíÜñôçóÞò ôçò. ÅðéðëÝïí ç
ESCT Ýêöñáóç èá åßíáé ôçò ìïñöÞò: f = Fp(x; fi), üðïõ fi åßíáé êÜðïéá
ìç óôáèåñÞ õðïóõíÜñôçóç ôçò f . ÊáôÜ óõíÝðåéá üëåò ïé åëÜ÷éóôåò ESCT
åêöñÜóåéò ôçò f ðáñÜãïíôáé áðü ôéò åëÜ÷éóôåò ESCT åêöñÜóåéò ôçò fi.

{ Óôç äåýôåñç ðåñßðôùóç (äåýôåñç êáíïíéêïðïéçìÝíç ìïñöÞ), ç E ìðïñåß
ðÜíôá íá ãñáöôåß ùò: f = F3(x; f0) ⊕ F4(x; f1) Þ f = F3(x; f2) ⊕
F6(x; f1) Þ f = F6(x; f0) ⊕ F4(x; f2). (õðÜñ÷ïõí êáé Üëëåò äõíáôÝò
ESCT åêöñÜóåéò óôç äåýôåñç êáíïíéêïðïéçìÝíç ìïñöÞ, áëëÜ åêåßíåò
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åßíáé m-éóïäýíáìåò ôùí ôñéþí ðñïáíáöåñèÝíôùí êáé êáôÜ óõíÝðåéá Ý÷ïõí
ôïí ßäéï áñéèìü üñùí). Åßíáé ðñïöáíÝò üôé ôï âÜñïò ôçò f åßíáé ßóï ìå:
w(f0)+w(f1); w(f2)+w(f1); w(f2)+w(f0) áíôßóôïé÷á. Ç åëÜ÷éóôç ESCT
Ýêöñáóç ôçò f ðåñéÝ÷åé üëïõò ôïõò óýíèåôïõò üñïõò áðü äýï áðü ôéò
õðïóõíáñôÞóåéò ôçò ((f0; f1); (f1; f2); (f0; f2) áíôßóôïé÷á) ìå Ýíá åðéðëÝïí
êýôôáñï Maitra ðïõ äçëþíåôáé áðü ôçí êáíïíéêïðïéçìÝíç ìïñöÞ ðïõ ÷ñç-
óéìïðïéÞèçêå.

• ÅÜí ç Å åßíáé óôçí ôñßôç êáíïíéêïðïéçìÝíç ìïñöÞ ôïõ ÈåùñÞìáôïò 7, ôüôå
ìðïñåß ðÜíôá íá ãñáöôåß óôçí åðüìåíç ìïñöÞ: f = F3(x; y) ⊕ F4(x; z) ⊕
F6(x; g). Ðñïöáíþò ôá y; z; g åßíáé åëÜ÷éóôåò ESCT åêöñÜóåéò êáé: w(f) =
w(y) + w(z) + w(g). ×ùñßò âëÜâç ôçò ãåíéêüôçôáò ìðïñïýìå íá èåùñÞóïõìå
üôé: w(y) ≥ w(z) ≥ w(g). Éó÷ýåé: w(f) = w(y) + w(z) + w(g) ≥ 3 ∗
w(g) ⇔ w(y) ≤ bW3 c. Óôç ðåñßðôùóç áõôÞ ìðïñïýìå íá âñïýìå ôçí E åÜí
äçìéïõñãÞóïõìå ôá áèñïßóìáôá XOR ôçò óõíÜñôçóçò ðïõ áíôéðñïóùðåýåé ç
ESCT Ýêöñáóç y ìå ôéò õðïóõíáñôÞóåéò f2; f0 (f2 = y ⊕ z; f0 = y ⊕ g,
üðùò öáßíåôáé óôï Èåþñçìá 7). Ç åëÜ÷éóôç ESCT Ýêöñáóç E èá åßíáé:
f = F3(x; f0⊕g)⊕F4(x; f1⊕g)⊕F6(x; g). Áíôßóôïé÷ç äéáäéêáóßá áêïëïõèïýìå
êáé üôáí ç z Þ ç g Ý÷ïõí ôï ìéêñüôåñï âÜñïò.

¦

ÓõìðåñáóìáôéêÜ:

• ÅÜí ìéá õðïóõíÜñôçóç ôçò óõíÜñôçóçò åéóüäïõ (f) åßíáé óôáèåñÞ (1 Þ 0) ôüôå
ìðïñïýìå íá âñïýìå ìéá åëÜ÷éóôç ESCT Ýêöñáóç ãéá f êáôåõèåßáí áðü ôéò
åëÜ÷éóôåò ESCT åêöñÜóåéò ôùí ìç óôáèåñþí õðïóõíáñôÞóåùí ôçò.

• ÅÜí õðÜñ÷åé ìéá åëÜ÷éóôç ESCT Ýêöñáóç ôçò f óôç äåýôåñç êáíïíéêïðïéçìÝíç
ìïñöÞ ôïõ ÈåùñÞìáôïò 7, ôüôå áõôÞ ìðïñåß íá âñåèåß êáôåõèåßáí áðü ôéò
åëÜ÷éóôåò ESCT åêöñÜóåéò äýï åê ôùí õðïóõíáñôÞóåþí ôçò. Ãéá íá âñïýìå
ïðïéáäÞðïôå ôÝôïéá Ýêöñáóç ðñÝðåé íá åëÝãîïõìå üëá ôá äõíáôÜ æåýãç ôùí
õðïóõíáñôÞóåùí (f0; f1); (f1; f2); (f0; f2) êáé íá åëÝãîïõìå ôéò åêöñÜóåéò ðïõ
ðáñÜãïíôáé ãéá åëá÷éóôüôçôá. ÊáôÜ óõíÝðåéá ôï âÜñïò ôçò f åßíáé: w(f) =
MIN(w(f0) + w(f1); w(f1) + w(f2); w(f0) + w(f2)).

• ÅÜí õðÜñ÷åé åëÜ÷éóôç ESCT Ýêöñáóç ôçò f óôçí ôñßôç êáíïíéêïðïéçìÝíç ìïñöÞ
ôïõ ÈåùñÞìáôïò 7, ôüôå èá ðñÝðåé íá äçìéïõñãÞóïõìå ôá áñèñïßóìáôá XOR
äýï åê ôùí õðïóõíáñôÞóåùí ôçò f ìå êÜèå äõíáôÞ ëïãéêÞ óõíÜñôçóç ç ïðïßá
èá ðñÝðåé íá Ý÷åé âÜñïò ôï ðïëý bw(f)

3 c. Ç ðáñáðÜíù äéáäéêáóßá èá ðñÝðåé íá
åêôåëåóôåß ãéá êÜèå äõíáôü æåýãïò õðïóõíáñôÞóåùí ((f0; f1); (f1; f2); (f0; f2)).
Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ ôï âÜñïò ôçò f åßíáé:

w(f) = MIN∀g(w(f0 ⊕ g) + w(f1 ⊕ g) + w(g);
w(f2 ⊕ g) + w(f1 ⊕ g) + w(g);
w(f0 ⊕ g) + w(f2 ⊕ g) + w(g))

(4.13)

üðïõ g åßíáé ìéá ëïãéêÞ óõíÜñôçóç ìå ôïí ßäéï áñéèìü ìåôáâëçôþí ìå ôéò
õðïóõíáñôÞóåéò ôçò f êáé w(g) ≤ bw(f)

3 c.
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Åíüôçôá 4.4. ÃÅÍÉÊÅÕÓÇ ÈÅÙÑÉÁÓ ÅËÁ×ÉÓÔÏÐÏÉÇÓÇÓ ÅÊÖÑÁÓÅÙÍ ESCT

ÐáñÜäåéãìá 40 ¸óôù ëïãéêÞ óõíÜñôçóç 4 ìåôáâëçôþí åéóüäïõ: f = [1234] ìå
ESCT âÜñïò 3. Ïé õðïóõíáñôÞóåéò ôçò Ý÷ïõí âÜñç: w(f0) = w(f1) = w(f2) =
2. Óýìöùíá ìå ôï Èåþñçìá 11 ç æçôïýìåíç óõíÜñôçóç 3 ìåôáâëçôþí åéóüäïõ g
ðïõ èá ìáò äþóåé ôçí åëÜ÷éóôç ESCT Ýêöñáóç ãéá ôçí f èá ðñÝðåé íá Ý÷åé âÜñïò
ôï ðïëý: 3=3 = 1. ÊáôÜ óõíÝðåéá åëÝã÷ïõìå üëåò ôéò äõíáôÝò g ðïõ åîáñôþíôáé
áðü 3 ìåôáâëçôÝò åéóüäïõ êáé ìå âÜñïò 1 (äçëáäÞ áðïôåëïýíôáé áðü Ýíáí óýíèåôï
üñï). Äçìéïõñãïýìå äçëáäÞ ôéò óõíáñôÞóåéò f0 ⊕ g; f1 ⊕ g; f2 ⊕ g; g êáé åëÝã÷ïõìå
ðïéïò óõíäõáóìüò ôïõò, óýìöùíá ìå ôç ó÷Ýóç 4.13, äßíåé ôï âÜñïò ôçò óõíÜñôçóçò.
ÁíÜìåóá óå áõôÝò õðÜñ÷åé ç óõíÜñôçóç: g = (136) = [22]. Éó÷ýåé: w(g) = 1; w(f1⊕
g) = w([10]) = 1; w(f2 ⊕ g) = w([06]) = 1. ¢ñá éó÷ýåé: w(f) = w(f1 ⊕ g) +w(f2 ⊕
g) + w(g) = 3 êáé ç åëÜ÷éóôç ESCT Ýêöñáóç ôçò f åßíáé: f = (6146) ⊕ (2433) ⊕
(1464) = [3030] ⊕ [0004] ⊕ [2200] êáé ðáñÜãåôáé áðü ôéò åëÜ÷éóôåò åêöñÜóåéò ôùí
f1 ⊕ g; f2 ⊕ g; g.

ÓõìðåñáóìáôéêÜ ìðïñïýìå íá âñïýìå ôï ESCT âÜñïò ïðïéáóäÞðïôå ëïãéêÞò
óõíÜñôçóçò ìïíáäéêÞò åîüäïõ ðïõ åîáñôÜôáé áðü n ìåôáâëçôÝò åéóüäïõ áí ãíùñßæïõìå
(Þ ìðïñïýìå íá âñïýìå) ôï âÜñïò ïðïéáóäÞðïôå ëïãéêÞò óõíÜñôçóçò n−1 ìåôáâëçôþí
åéóüäïõ. Ç ðáñáôÞñçóç áõôÞ õðïäåéêíýåé áíáäñïìéêÞ ÷ñÞóç ôïõ ÈåùñÞìáôïò 11
ãéá ôçí åëá÷éóôïðïßçóç ìéáò ôõ÷áßáò óõíÜñôçóçò (êáé ôùí óõíáñôÞóåùí ðïõ èá
ðñïêýøïõí êáôÜ ôçí åöáñìïãÞ ôïõ èåùñÞìáôïò).

4.4.1 ÈåùñçôéêÞ Ðïëõðëïêüôçôá

Åßíáé åýêïëï íá ðñïâëÝøïõìå ôçí ðïëõðëïêüôçôá ôçò áíáäñïìéêÞò äéáäéêáóßáò ðïõ
ðñïôåßíåôáé áðü ôï Èåþñçìá 10. Ãéá íá âñåèåß ôï âÜñïò ìéáò óõíÜñôçóçò f ìå
n ìåôáâëçôÝò åéóüäïõ ðñÝðåé íá äçìéïõñãçèïýí ôá áèñïßóìáôá XOR ôùí õðïóõíá-
ñôÞóåùí ôçò f ìå ïðïéáäÞðïôå óõíÜñôçóç ìå n − 1 ìåôáâëçôÝò åéóüäïõ. Ç êýñéá
õðïëïãéóôéêÞ ðïëõðëïêüôçôá ôçò ìåèïäïëïãßáò ïöåßëåôáé óôï ãåãïíüò áõôü. Åßíáé
ãíùóôü üôé ï áñéèìüò ôùí äõíáôþí ëïãéêþí óõíáñôÞóåùí ìå n ìåôáâëçôÝò åéóüäïõ
åßíáé: 22n . Ç äéáäéêáóßá åßíáé áíáäñïìéêÞ êáé ãéá êÜèå óõíÜñôçóç ìå i ìåôáâëçôÝò
åéóüäïõ ÷ñåéÜæåôáé íá õðïëïãéóèïýí 22i−1 áèñïßóìáôá XOR êáé ìÜëéóôá 3 öïñÝò (ìßá
öïñÜ ãéá êÜèå ìßá áðü ôéò åðüìåíåò óõíáñôÞóåéò: f∗0 ⊕ g; f∗1 ⊕ g; g). Ç äéáäéêáóßá
óôáìáôÜ óôéò 2 ìåôáâëçôÝò åéóüäïõ áöïý åêåß ôï ESCT âÜñïò åßíáé ðÜíôá 1. ÊáôÜ
óõíÝðåéá ç õðïëïãéæüìåíç ðïëõðëïêüôçôá ãéá ìéá óõíÜñôçóç ìå n ìåôáâëçôÝò åéóüäïõ
åßíáé:∏i≤n−1

i=2 (3 · 22i) = 3n · 2(
Pi≤n−1
i=2 (2i)) = 3n · 2(2n−1− 3

2
) = O(3n22n−1

) = O(22n−1
).

Óôçí ðñáãìáôéêüôçôá, êáé ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôéò âåëôéóôïðïéÞóåéò ôïõ ÈåùñÞìáôïò
11, ðñïôåßíåôáé óôç óõãêåêñéìÝíç äéáôñéâÞ áíáäñïìéêÞ äéáäéêáóßá ìå ðïëõðëïêüôçôá
ìéêñüôåñç áðü ôçí ðñïçãïýìåíç áöïý äåí ÷ñåéÜæïíôáé 22i−1 áèñïßóìáôá XOR óå êÜèå
åðßðåäï áëëÜ ìüíï åêåßíá ìå ôéò óõíáñôÞóåéò ðïõ Ý÷ïõí âÜñïò ôï ðïëý bW=3c, üðïõ
W åßíáé ôï âÜñïò ôçò óõíÜñôçóçò åéóüäïõ f .

4.4.2 ÅöáñìïãÞ ãéá óõíáñôÞóåéò ìÝ÷ñé 6 ìåôáâëçôÝò åéóüäïõ

Óçìåéþíåôáé üôé ç äéáäéêáóßá ôïõ ÈåùñÞìáôïò 11 ðñïóöÝñåôáé ãéá ðñáêôéêÞ õëïðïßçóç
ãéá óõíáñôÞóåéò ìå ôï ðïëý 6 ìåôáâëçôÝò åéóüäïõ. Ç ðïëõðëïêüôçôá ôïõ ðñïâëÞìáôïò
ãéá óõíáñôÞóåéò ìå ðåñéóóüôåñåò áðü 7 ìåôáâëçôÝò åéóüäïõ êÜíåé ôçí ðñáêôéêÞ õëï-
ðïßçóç áðáãïñåõôéêÞ.

¢ìåóç áðüññïéá ôïõ ÈåùñÞìáôïò 11 åßíáé ôá ðáñáêÜôù ËÞììáôá ðïõ ðåñéãñÜöïõí
ôç äéáäéêáóßá ãéá ôçí åýñåóç åëá÷ßóôùí ESCT åêöñÜóåùí ãéá ëïãéêÝò óõíáñôÞóåéò
ìå ìÝ÷ñé 6 ìåôáâëçôÝò åéóüäïõ.
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Åíüôçôá 4.4. ÃÅÍÉÊÅÕÓÇ ÈÅÙÑÉÁÓ ÅËÁ×ÉÓÔÏÐÏÉÇÓÇÓ ÅÊÖÑÁÓÅÙÍ ESCT

Ðüñéóìá 8 Ìéá åëÜ÷éóôç ESCT Ýêöñáóç ãéá ìéá ëïãéêÞ óõíÜñôçóç f ìå ôï ðïëý 5
ìåôáâëçôÝò åéóüäïõ ìðïñåß íá ðáñá÷èåß äçìéïõñãþíôáò ôá áèñïßóìáôá XOR ëïãéêþí
óõíáñôÞóåùí ìå âÜñïò ôï ðïëý 1 ìå ôéò õðïóõíáñôÞóåéò ôçò f .
Áðüäåéîç.
Åßíáé Üìåóç óõíÝðåéá ôïõ ÈåùñÞìáôïò 11, áöïý ôï âÜñïò ìéáò ëïãéêÞò óõíÜñôçóçò
5 ìåôáâëçôþí åéóüäïõ åßíáé ôï ðïëý 6 (áöïý ôï âÜñïò ìéáò ëïãéêÞò óõíÜñôçóçò
4 ìåôáâëçôþí åßíáé ôï ðïëý 3 [Pap77a]). Óýìöùíá ìå ôï Èåþñçìá 11, èá ðñÝðåé
íá âñïýìå åêåßíåò ôçò óõíáñôÞóåéò 4 ìåôáâëçôþí åéóüäïõ ðïõ Ý÷ïõí âÜñïò ôï ðïëý
w = 6=3 = 2. Óôçí ðñáãìáôéêüôçôá ÷ñåéÜæåôáé íá âñïýìå, ìüíï, åêåßíåò ôéò g
ðïõ Ý÷ïõí âÜñïò w − 1 = 1. Áõôü ìáò åããõÜôáé üôé ôï âÜñïò ðïõ èá ìðïñïýìå íá
åíôïðßóïõìå åßíáé ôï ðïëý 5. ÊáôÜ óõíÝðåéá ìéá åëÜ÷éóôç ESCT Ýêöñáóç èá ìðïñåß
íá åíôïðéóôåß êáé ãéá óõíáñôÞóåéò ìå âÜñïò 6, äéüôé ç äçìéïõñãßá ôùí áèñïéóìÜôùí
XOR ôïõ ÈåùñÞìáôïò 11 èá ìáò åîáóöÜëéæå üôé èá âñïýìå óôá óßãïõñá üôé ìéá
óõíÜñôçóç Ý÷åé âÜñïò ìéêñüôåñï ôïõ 6 (êáé äåäïìÝíïõ üôé ôï ìÝãéóôï âÜñïò ðïõ
ìðïñåß íá Ý÷åé ìéá ôÝôïéá óõíÜñôçóç åßíáé 6). Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ ç åëÜ÷éóôç
Ýêöñáóç ãéá ôçí f èá äçìéïõñãåß áðåõèåßáò (äåýôåñç êáíïíéêïðïéçìÝíç ìïñöÞ ôïõ
ÈåùñÞìáôïò 7) áðü ôéò åëÜ÷éóôåò ESCT åêöñÜóåéò ôùí õðïóõíáñôÞóåùí ôçò ìå
âÜñç 3.
¦

Ðüñéóìá 9 Ìéá åëÜ÷éóôç ESCT Ýêöñáóç ãéá ìéá ëïãéêÞ óõíÜñôçóç f ìå ôï ðïëý 6
ìåôáâëçôÝò åéóüäïõ ìðïñåß íá ðáñá÷èåß äçìéïõñãþíôáò ôá áèñïßóìáôá XOR ëïãéêþí
óõíáñôÞóåùí ìå âÜñïò ôï ðïëý 3 ìå ôéò õðïóõíáñôÞóåéò ôçò f .
Áðüäåéîç.
Åßíáé Üìåóç áðüññïéá ôïõ ÈåùñÞìáôïò 11, áöïý ôï âÜñïò ìéáò ëïãéêÞò óõíÜñôçóçò 6
ìåôáâëçôþí ìðïñåß íá åßíáé ôï ðïëý 12 (áöïý ôï âÜñïò ìéáò óõíÜñôçóçò 5 ìåôáâëçôþí
ìðïñåß íá åßíáé ôï ðïëý 6). ×ñçóéìïðïéþíôáò áíôßóôïé÷ç ìåèïäïëïãßá ìå ôçí áðü-
äåéîç óôï ðñïçãïýìåíï ðüñéóìá, áðïäåéêíýåôáé üôé áðáéôïýíôáé áèñïßóìáôá XOR ìå
óõíáñôÞóåéò âÜñïõò ôï ðïëý 3.
¦

×ñçóéìïðïéþíôáò áíáäñïìéêÜ ôá Ðïñßóìáôá 8, 9 êáé ôï Èåþñçìá 11 ìðïñïýìå
íá âñïýìå åëÜ÷éóôç ëýóç ãéá ìéá ôõ÷áßá óõíÜñôçóç 6 ìåôáâëçôþí åéóüäïõ. Áõôü
ãßíåôáé äçìéïõñãþíôáò ôï äÝíôñï-ãåííÞôñéá êáé åëá÷éóôïðïéþíôáò êÜèå óõíÜñôçóç-
êüìâï ôïõ äÝíôñïõ áõôïý. Ãéá êÜèå óõíÜñôçóç-êüìâï ôïõ äÝíôñïõ f , åÜí õðÜñ÷åé
êÜðïéá õðïóõíÜñôçóç óôáèåñÞ ôüôå âñßóêïõìå áðåõèåßáò åëÜ÷éóôåò ESCT åêöñÜóåéò
ôçò f áðü ôéò åëÜ÷éóôåò ESCT åêöñÜóåéò ìéáò ìç óôáèåñÞò õðïóõíÜñôçóÞò ôçò
(Èåþñçìá 8). Óôçí áíôßèåôç ðåñßðôùóç èá õðÜñ÷ïõí ìüíï åëÜ÷éóôåò ESCT åêöñÜóåéò
óôç äåýôåñç Þ ôçí ôñßôç ìïñöÞ ôïõ ÈåùñÞìáôïò 7. Ïé åêöñÜóåéò ôçò äåýôåñçò
ìïñöÞò åßíáé åýêïëï íá âñåèïýí áöïý ðáñÜãïíôáé áðåõèåßáò áðü ôéò åëÜ÷éóôåò ESCT
åêöñÜóåéò ôùí ôñéþí õðïóõíáñôÞóåùí, ìáæß ìå ôéò m-éóïäýíáìÝò ôïõò. ¸ôóé áñ÷éêÜ
äçìéïõñãïýíôáé ïé åêöñÜóåéò ôçò äåýôåñçò ìïñöÞò êáé åðéëÝãïíôáé ôåëéêÜ åêåßíåò ðïõ
Ý÷ïõí ôïí åëÜ÷éóôï áñéèìü üñùí. Áõôü ìáò äßíåé êáé ìéá áñ÷éêÞ åêôßìçóç ãéá ôï
âÜñïò ôçò óõíÜñôçóçò. ÐñÝðåé, üìùò, íá åëåã÷èåß áí õðÜñ÷ïõí åëÜ÷éóôåò ESCT
åêöñÜóåéò óôçí ôñßôç ìïñöÞ ôïõ ÈåùñÞìáôïò 7. Áðü üëåò ôéò åêöñÜóåéò ôçò ôñßôçò
ìïñöÞò åðéëÝãïíôáé ìüíï åêåßíåò ìå ôï ìéêñüôåñï áñéèìü üñùí. Ï áñéèìüò áõôüò
åßíáé êáé ôï ðñáãìáôéêü âÜñïò ôçò óõíÜñôçóçò êáé ìðïñåß íá óõìðßðôåé (Þ ü÷é) ìå
ôçí åêôßìçóç ãéá ôï âÜñïò ðïõ Ý÷ïõìå áðü ôéò åêöñÜóåéò ôçò äåýôåñçò ìïñöÞò. Óôçí
ðñþôç ðåñßðôùóç èá õðÜñ÷ïõí åëÜ÷éóôåò ESCT åêöñÜóåéò ôçò óõíÜñôçóçò f ôüóï óôç
äåýôåñç üóï êáé óôçí ôñßôç ìïñöÞ ôïõ ÈåùñÞìáôïò 7, åíþ óôç äåýôåñç èá õðÜñ÷ïõí
ìüíï óôçí ôñßôç ìïñöÞ.
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Ç äéáäéêáóßá áõôÞ áðïôõðþíåôáé óôï ðáñÜäåéãìá 41 êáé õëïðïéåßôáé áðü ôïí
áëãüñéèìï XMin6.
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Åéêüíá 4.2: ÐáñÜäåéãìá åýñåóçò åëÜ÷éóôçò ëýóçò ôçò óõíÜñôçóçò
[123456781111eeee].

ÐáñÜäåéãìá 41 ¸óôù óõíÜñôçóç 6 ìåôáâëçôþí åéóüäïõ f = [123456781111eeee].
Ãéá ôçí åëá÷éóôïðïßçóç ôçò èá ðåñéãñáöåß ç áíáäñïìéêÞ äéáäéêáóßá ðïõ óôçñßæåôáé
óôçí åöáñìïãÞ ôïõ ÈåùñÞìáôïò 11 êáé ôùí ÐïñéóìÜôùí 8, 9. Ôï äÝíôñï-ãåííÞôñéá
ôçò óõíÜñôçóçò ðáñïõóéÜæåôáé óôçí Åéêüíá 4.2. Ç ÷ñïíéêÞ áëëçëïõ÷ßá ôçò äéá-
äéêáóßáò ðáñïõóéÜæåôáé ùò ôï áíôßóôïé÷ï âÞìá ãéá êÜèå êüìâï ôïõ äÝíôñïõ. Ç
äéáäéêáóßá ðáñïõóéÜæåôáé ùò ôï åðßðåäï ôùí ôåóóÜñùí ìåôáâëçôþí åéóüäïõ, ãéá
ëüãïõò áðëüôçôáò.

Ç äéáäéêáóßá îåêéíÜ ìå ôçí åýñåóç ôïõ âÜñïõò ôùí óõíáñôÞóåùí ðïõ Ý÷ïõí 4
ìåôáâëçôÝò åéóüäïõ (9 ðñþôá âÞìáôá). Óôá âÞìáôá 10 − 12 åëá÷éóôïðïéåßôáé ç
óõíÜñôçóç [12345678]. Èá ïíïìÜóïõìå ôç óõíÜñôçóç áõôÞ g1. ÅðåéäÞ ç g1 äåí
Ý÷åé óôáèåñÝò õðïóõíáñôÞóåéò ïé åëÜ÷éóôåò ESCT åêöñÜóåéò ôçò èá åßíáé åßôå óôç
äåýôåñç åßôå óôçí ôñßôç ìïñöÞ ôïõ ÈåùñÞìáôïò 7. Äçìéïõñãïýìå êáôáñ÷Þí ôéò
ESCT åêöñÜóåéò ôçò äåýôåñçò ìïñöÞò êáé ðáßñíïõìå ìéá áñ÷éêÞ åêôßìçóç ãéá ôï
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âÜñïò ôçò g1. Ç åêôßìçóç áõôÞ åßíáé 5 (÷ñçóéìïðïéþíôáò ôï áíÜðôõãìá áñíçôéêü
Davio). Óôï âÞìá 11 üìùò åëÝã÷åôáé áí õðÜñ÷ïõí åëÜ÷éóôåò ìïñöÝò óôçí ôñßôç
ìïñöÞ ôïõ ÈåùñÞìáôïò 7. ÄåäïìÝíïõ üôé ç åêôßìçóç ôïõ âÜñïõò åßíáé 5 èá ðñÝðåé
íá åëåã÷èïýí åêåßíåò ïé óõíáñôÞóåéò Ê ìå âÜñïò ôï ðïëý b5=3c = 1. ÌåôÜ ôïí
Ýëåã÷ï (óýìöùíá ìå ôç äéáäéêáóßá ðïõ õðïäåéêíýåé ôï Èåþñçìá 11) ðáñáôçñåßôáé
üôé ôï ðñáãìáôéêü âÜñïò ôçò óõíÜñôçóçò åßíáé 5, ïðüôå õðÜñ÷ïõí åëÜ÷éóôåò ESCT
åêöñÜóåéò ôüóï óôç äåýôåñç üóï êáé óôçí ôñßôç ìïñöÞ ôïõ ÈåùñÞìáôïò 7. Ìéá
åëÜ÷éóôç ESCT Ýêöñáóç ôçò g1 åßíáé (24336)⊕(62466)⊕(13646)⊕(14333)⊕(24663).

Óôï âÞìá 13 ç äéáäéêáóßá óõíå÷ßæåôáé õðïëïãßæïíôáò ôï âÜñïò ôçò óõíÜñôçóçò
[1111eeee]. Èá ôçí ïíïìÜóïõìå g2. ÅðåéäÞ ç óõíÜñôçóç áõôÞ Ý÷åé ìéá õðïóõíÜñôçóç
óôáèåñÞ (ôçí [ffff ] êáé ßóç ìå 1) ôï âÜñïò ôçò èá åßíáé ßóï ìå áõôü ôùí õðïóõ-
íáñôÞóåþí ôçò [1111]; [eeee]. Ìéá åëÜ÷éóôç ìïñöÞ ôçò g2 ðáñÜãåôáé áðåõèåßáò áðü
ôçí åëÜ÷éóôç ìïñöÞ ôçò õðïóõíÜñôçóÞò ôçò [eeee] = (1166) êáé èá åßíáé (Èåþñçìá
8 êáé Ðßíáêáò 4.5): (11665).

Ôá âÞìáôá 14−16 åßíáé ðáñüìïéá ìå ôá 10−12. Èá ïíïìÜóïõìå ôçí áíôßóôïé÷ç
óõíÜñôçóç [0325b896] ùò g3. ÕðÜñ÷åé, üìùò, ìéá ìéêñÞ äéáöïñÜ. Ôï åêôéìþìåíï
âÜñïò (âÜóåé ôçò äåýôåñçò ìïñöÞò ôïõò ÈåùñÞìáôïò 7) åßíáé 5. ¼ìùò óôï âÞìá
15 ôï ðñáãìáôéêü âÜñïò ôçò g3 áðïäåéêíýåôáé üôé åßíáé 4. ¢ñá óôçí ðåñßðôùóç
áõôÞ äåí õðÜñ÷åé åëÜ÷éóôç ESCT Ýêöñáóç óôç äåýôåñç ìïñöÞ ôïõ ÈåùñÞìáôïò
7. Ðáñüëá áõôÜ õðÜñ÷ïõí åëÜ÷éóôåò ESCT åêöñÜóåéò óôçí ôñßôç ìïñöÞ. Ãéá íá
äçìéïõñãÞóïõìå ìßá áðü áõôÝò èá ðñÝðåé íá åðéëÝîïõìå ôç óõíÜñôçóç g = [0008]
(Ý÷åé âÜñïò 1), üðùò ðñïâëÝðåé ôï Èåþñçìá 11. Óôç óõíÝ÷åéá èá äçìéïõñãÞóïõìå
ôéò óõíáñôÞóåéò f1 ⊕ g = [032d] êáé f2 ⊕ g = [bbbb] êáé èá âñïýìå ôéò åëÜ÷éóôåò
ESCT åêöñÜóåéò ôïõò áêïëïõèþíôáò ôç äéáäéêáóßá ðïõ ïñßæåé ôï Èåþñçìá 11. Ìéá
åëÜ÷éóôç ESCT Ýêöñáóç ôçò f1⊕g åßíáé: (2153)⊕(6234) (âÜñïò 2) êáé ìéá åëÜ÷éóôç
ESCT Ýêöñáóç ôçò f2 ⊕ g åßíáé: (1266) (âÜñïò 1). Ç áíôßóôïé÷ç åëÜ÷éóôç ESCT
Ýêöñáóç ôçò g3 åßíáé: (21536)⊕ (62346)⊕ (12663)⊕ (14334).

Óôá ôåëåõôáßá âÞìáôá ôçò äéáäéêáóßáò (17 − 20) âñßóêïõìå ôï âÜñïò ôçò óõ-
íÜñôçóçò åéóüäïõ. Ôá âÞìáôá áõôÜ åßíáé ðáñüìïéá ìå ôá ðñïçãïýìåíá. ÔåëéêÜ ôï
âÜñïò ôçò óõíÜñôçóçò åéóüäïõ åßíáé 5 êáé ìéá åëÜ÷éóôç ESCT Ýêöñáóç ãéá áõôÞí
åßíáé: (215366)⊕ (623466)⊕ (126636)⊕ (143346)⊕ (116654).

4.5 ÁêñéâÞò Åëá÷éóôïðïßçóç ãéá óõíáñôÞóåéò ìå ESCT âÜñïò
ôï ðïëý 7

Ôá ÈåùñÞìáôá 10, 11 ìáò äßíïõí ìéá ãåíéêÞ ìåèïäïëïãßá ãéá ôçí åýñåóç åëÜ÷éóôçò
ESCT Ýêöñáóçò áëëÜ áðïäåéêíýïíôáé áíåðáñêÞ ãéá óõíáñôÞóåéò ìå ðåñéóóüôåñåò áðü
6 ìåôáâëçôÝò åéóüäïõ. Áðü ôçí Üëëç ðëåõñÜ, ôá ÈåùñÞìáôá 8, 9 ìáò äßíïõí êÜðïéåò
áðü ôéò åëÜ÷éóôåò ëýóåéò ìéáò óõíÜñôçóçò, áíåîáñôÞôùò ôïõ áñéèìïý ôùí ìåôáâëçôþí
åéóüäïõ. ÕðÜñ÷ïõí, üìùò, ðåñéðôþóåéò ðïõ äåí ìðïñïýí íá ìáò ðñïóöÝñïõí åëÜ÷éóôç
ëýóç Þ äåí ìðïñïýí íá ìáò äþóïõí üëåò ôéò åëÜ÷éóôåò ëýóåéò. Ìéá ôÝôïéá ðåñßðôùóç
ðáñïõóéÜæåôáé óôï ðáñÜäåéãìá 42.

ÐáñÜäåéãìá 42 ¸óôù ç ëïãéêÞ óõíÜñôçóç 5 ìåôáâëçôþí åéóüäïõ: g = [19cd0acc].
ÊÜèå üñïò, óôéò åêöñÜóåéò ESCT ôïõ ðáñáäåßãìáôïò èá åêöñÜæåôáé ÷ñçóéìïðïéþíôáò
ôüóï ôçí áíáðáñÜóôáóç MT üóï êáé ôçí áíáðáñÜóôáóç Cell. Ôï âÜñïò ôçò g åßíáé
ßóï ìå 5 êáé ìéá åëÜ÷éóôç ESCT Ýêöñáóç ôçò g åßíáé: [00220022] ⊕ [09000000] ⊕
[00000a00] ⊕ [000000ee] ⊕ [10ef0000] = (13636) ⊕ (25344) ⊕ (16343) ⊕ (11633) ⊕
(11254).
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Ç ðáñáðÜíù Ýêöñáóç, üìùò, äåí ìðïñåß íá äçìéïõñãçèåß áðü ôç ìåèïäïëïãßá ðïõ
ðñïôåßíåôáé áðü ôï Èåþñçìá 8 áöïý áõôü ðáñÜãåé ìüíï ìåñéêÝò áðü ôéò åëÜ÷éóôåò
ESCT åêöñÜóåéò ãéá óõíáñôÞóåéò 5 ìåôáâëçôþí åéóüäïõ. Ðáñüëï ðïõ ôï ãåãïíüò
áõôü äåí öáíôÜæåé óçìáíôéêü, ãßíåôáé óçìáíôéêü üôáí ðñïóðáèÞóïõìå íá åëá÷éóôï-
ðïéÞóïõìå ìéá óõíÜñôçóç 6 ìåôáâëçôþí åéóüäïõ, ôçí: f = [a75842a6be95486a] (ç g
åßíáé õðïóõíÜñôçóç ôçò f).

Ìéá åëÜ÷éóôç ESCT Ýêöñáóç ôçò f åßíáé: [0000000000220022]⊕[0000000009000000]⊕
[7777888877778888]⊕[0808080808080808]⊕[00000a0000000000]⊕[000000ee00000000]⊕
[10ef000000000000]=(136364)⊕(253344)⊕(146656)⊕(614666)⊕(163434)⊕(116334)⊕
(112544). Ç Ýêöñáóç áõôÞ ðáñÜãåôáé áðü ìéá Ýêöñáóç ôçò f0 êáé áðü ìéá Ýêöñáóç
ôçò f2 = g óõíåíþíïíôáò äýï êïéíïýò óýíèåôïõò üñïõò ([00220022] êáé [00090000])
þóôå íá äçìéïõñãçèïýí ïé üñïé [0000000000220022]; [0000000009000000] ôçò ESCT
Ýêöñáóçò ôçò f . Ç åöáñìïãÞ ôïõ ÈåùñÞìáôïò 8 ìáò äßíåé ôçí ESCT Ýêöñáóç
[00220022]⊕ [09000000]⊕ [f807f807]⊕ [4fb0b04f ]=(13636)⊕ (25334)⊕ (22356)⊕
(24255) ãéá ôçí f0 ðïõ áðáéôåßôáé. Ðáñüëá áõôÜ, ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôï ðáñáðÜíù
Èåþñçìá äåí ìðïñïýìå íá ðáñÜãïõìå ôçí êáôÜëëçëç ESCT Ýêöñáóç ãéá ôçí g = f2.

Óôçí åíüôçôá áõôÞ åðåêôåßíïíôáé ôá ðïñßóìáôá ôïõ ÈåùñÞìáôïò 8 ãéá óõíáñôÞóåéò
ìå ESCT âÜñïò ôï ðïëý 7 êáé áíåîáñôÞôùò ôïõ áñéèìïý ôùí ìåôáâëçôþí åéóüäïõ
ôïõò. Ôá êáéíïýñãéá èåùñÞìáôá ðïõ áíáðôýóóïíôáé ìáò ðñïóöÝñïõí ôç äõíáôüôçôá
íá âñßóêïõìå üëåò ôéò åëÜ÷éóôåò ESCT åêöñÜóåéò ãéá óõíáñôÞóåéò ìå âÜñïò ôï ðïëý
5 êáé ôïõëÜ÷éóôïí ìéá åëÜ÷éóôç ESCT Ýêöñáóç ãéá óõíáñôÞóåéò ìå âÜñïò ôï ðïëý 7.
Ìðïñïýìå Ýôóé íá áíôéìåôùðßóïõìå ðåñéðôþóåéò, üðùò áõôÞ ôïõ ðáñáäåßãìáôïò 42.

Óôéò áðïäåßîåéò ôùí ÈåùñçìÜôùí 10, 11 åßäáìå üôé üôáí ç åëÜ÷éóôç ESCT Ýêöñáóç
ìéáò ëïãéêÞò óõíÜñôçóçò f åßíáé óôçí ðñþôç Þ ôç äåýôåñç ìïñöÞ ôïõ ÈåùñÞìáôïò
7, ôüôå ìðïñåß íá ðáñá÷èåß áðåõèåßáò áðü ôéò åëÜ÷éóôåò ESCT åêöñÜóåéò ôùí õðï-
óõíáñôÞóåþí ôçò. Ç "ðñïâëçìáôéêÞ" ðåñßðôùóç åßíáé üôáí êÜðïéá åëÜ÷éóôç ESCT
Ýêöñáóç ôçò f åßíáé óôçí ôñßôç ìïñöÞ ôïõ ÈåùñÞìáôïò 7. Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ äåí
ìðïñïýìå íá âñïýìå ìå åýêïëï ôñüðï ôçí åëÜ÷éóôç ESCT Ýêöñáóç ôçò f áðü ôéò
åëÜ÷éóôåò ESCT åêöñÜóåéò ôùí õðïóõíáñôÞóåþí ôçò.

¸óôù üôé ìéá åëÜ÷éóôç ESCT Ýêöñáóç Q ôçò óõíÜñôçóçò åéóüäïõ f ðáñÜãåôáé
áðü ôéò ESCT åêöñÜóåéò Ki;Kj ôùí õðïóõíáñôÞóåþí ôçò fi; fj áíôßóôïé÷á. ÊÜíïõìå
ôéò ßäéåò èåùñÞóåéò ìå áõôÝò ôïõ ÈåùñÞìáôïò 10. Éó÷ýåé: w(y) ≥ w(z) ≥ w(g) (y; z; g
ïé óõíáñôÞóåéò ôçò ôñßôçò ìïñöÞò ôïõ ÈåùñÞìáôïò 7). Áêüìá:

w(f) = w(y) + w(z) + w(g) ≥ 3 ∗ w(g) ⇔ w(y) ≤ bW
3
c (4.14)

Áðü ôï Èåþñçìá 7 éó÷ýåé: fi = Ki = y⊕g∗; fj = Kj = z⊕g∗; g∗ = g; ḡ. Ç åëÜ÷éóôç
ESCT Ýêöñáóç Q åßíáé:

Q = Fp(x; y∗)⊕ Fq(x; z∗)⊕ Fr(x; g∗) =
Fp(x; fi ⊕ g∗)⊕ Fq(x; fj ⊕ g∗)⊕ Fr(x; g∗)

(4.15)

Êi = fi = y ⊕ g∗ (4.16)
Kj = fj = z ⊕ g∗ (4.17)

H Ýêöñáóç Q, ðñïöáíþò, ðáñÜãåôáé áðü ôéò åëÜ÷éóôåò ESCT åêöñÜóåéò ôùí
óõíáñôÞóåùí: y = fi⊕g∗; z = fj⊕g∗; g∗, ãéáôß äéáöïñåôéêÜ èá ìðïñïýóå íá âñåèåß ìéá
Üëëç ESCT Ýêöñáóç ãéá ôçí f ìå ìéêñüôåñï áñéèìü üñùí. Áðü ôéò ó÷Ýóåéò 4.16, 4.17
ðñïêýðôåé ôï óõìðÝñáóìá üôé õðÜñ÷ïõí åêöñÜóåéò Ki;Kj ôùí õðïóõíáñôÞóåùí fi; fj
ðïõ Ý÷ïõí êïéíïýò Þ/êáé áíôßóôñïöïõò óýíèåôïõò üñïõò (ç óõíÜñôçóç g). ÅðéðëÝïí
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ïé åêöñÜóåéò Ki;Kj äåí åßíáé áðáñáßôçôï íá åßíáé åëÜ÷éóôåò (ìðïñïýí íá åßíáé w-
éóïäýíáìåò). Éó÷ýåé:

fi = y ⊕ g∗ ⇒ w(fi) ≤ w(y) + w(g∗) and w(fj) ≤ w(z) + w(g∗).
¸ôóé:
w(fi) +w(fj) = w(y) +w(z) +w(g∗) +w(g∗) = w(f) +w(g) ⇔ w(f) = w(fi) +

w(fj)− w(g) (since w(g∗) = w(g)).
Ïé ðáñáðÜíù åîéóþóåéò ìáæß ìå ôçí åîßóùóç 4.14 ïäçãïýí óôï ðáñáêÜôù óõìðÝ-

ñáóìá:

w(fi) + w(fj)− w(g) ≤ w(f) ≤ w(fi) + w(fj) (4.18)

Åðéóçìáßíåôáé üôé åîßóùóç 4.14 éó÷ýåé ãéá åêåßíï ôï æåýãïò õðïóõíáñôÞóåùí ðïõ
ïäçãåß óôçí åëÜ÷éóôç ESCT Ýêöñáóç óôç ìïñöÞ 3 ãéá ôç óõíÜñôçóç åéóüäïõ, Üñá
êáé ç åîßóùóç 4.18.

Óôïí Ðßíáêá 4.7 åìöáíßæïíôáé üëåò ïé äõíáôÝò ðåñéðôþóåéòw(f); w(y), w(z); w(g),
w(fi); w(fj) ðïõ âáóßæïíôáé óôçí åîßóùóç 4.18 êáé ãéá âÜñïò ôçò óõíÜñôçóçò åéóüäïõ
w(f) ≤ 7. Óôïí ðßíáêá áõôü w(y) + w(g) åßíáé ï áñéèìüò ôùí óýíèåôùí üñùí ðïõ
ç ESCT Ýêöñáóç Ki ôçò õðïóõíÜñôçóçò fi ðñÝðåé íá Ý÷åé ãéá íá äçìéïõñãçèåß ç Q.
Áíôßóôïé÷á, w(z) + w(g) åßíáé ï áñéèìüò ôùí óýíèåôùí üñùí ðïõ ðñÝðåé íá Ý÷åé ç
ESCT Ýêöñáóç Kj ôçò õðïóõíÜñôçóçò fj ãéá íá äçìéïõñãçèåß ç Q. Ïé åêöñÜóåéò
áõôÝò ìðïñïýí, åíäå÷ïìÝíùò, íá åßíáé åëÜ÷éóôåò ãéá ôéò õðïóõíáñôÞóåéò fi; fj .

Âáóéæüìåíïé óôçí ðñïçãïýìåíç áíÜëõóç ìðïñïýìå íá äéáôõðþóïõìå ôá åðüìåíá
èåùñÞìáôá.

Èåþñçìá 12 ¸óôù f ìéá ëïãéêÞ óõíÜñôçóç ìå w(f) < 6 êáé f0; f1; f2 ïé õðïóõ-
íáñôÞóåéò ôçò. ¼ëåò ïé åëÜ÷éóôåò ESCT åêöñÜóåéò ôçò f ìðïñïýí íá âñåèïýí áðü
ôéò åëÜ÷éóôåò ESCT åêöñÜóåéò ôùí f0; f1; f2.
Áðüäåéîç.
¸óôù Q ìéá åëÜ÷éóôç ESCT Ýêöñáóç ôçò f . ¼ëåò ïé åëÜ÷éóôåò ESCT åêöñÜóåéò
ôùí f0; f1; f2 èåùñïýíôáé ãíùóôÝò. ÅÜí ç Q åßíáé óôçí ðñþôç Þ ôç äåýôåñç ìïñöÞ
ôïõ ÈåùñÞìáôïò 7 ôüôå ç áíÜëõóç áêïëïõèåß áõôÞ ôïõ ÈåùñÞìáôïò 8.

Áí ç Q åßíáé óôçí ôñßôç ìïñöÞ ôïõ ÈåùñÞìáôïò 7 ôüôå ðñÝðåé íá áðïäåé÷èåß üôé
ìðïñåß íá ðáñá÷èåß áðü ôéò åëÜ÷éóôåò ESCT åêöñÜóåéò ôùí f0; f1; f2.

Óýìöùíá ìå ôçí åîßóùóç 4.14: w(g) ≤ 1, áöïý w(f) ≤ 5. Óýìöùíá ìå ôïí
Ðßíáêá 4.7 õðÜñ÷ïõí 2 ðåñéðôþóåéò:

1. w(f) = w(fi) + w(fj). Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ ç åëÜ÷éóôç Ýêöñáóç Q ôçò
óõíÜñôçóçò åéóüäïõ f ðáñÜãåôáé áðü ìéá ESCT Ýêöñáóç ìå w(fi) + 1 (1-
wequivalent) óýíèåôïõò üñïõò ãéá ôçí fi êáé ìå w(fj) óýíèåôïõò üñïõò ãéá
ôçí fj Þ áðü ìéá ESCT Ýêöñáóç ìå w(fi) óýíèåôïõò üñïõò ãéá ôçí fi êáé ìå
w(fj)+1 (1-wequivalent) óýíèåôïõò üñïõò ãéá ôçí fj. Ãéá íá äçìéïõñãÞóïõìå
ôçí Ýêöñáóç Q áðü ôéò åëÜ÷éóôåò ESCT åêöñÜóåéò ôùí fi; fj ðñÝðåé íá âñåèåß
ç êáôÜëëçëç óõíÜñôçóç g ç ïðïßá åßíáé áõôÞ ãéá ôçí ïðïßá éó÷ýåé: w(g∗) +
w(fi ⊕ g∗) + w(fj ⊕ g∗) = w(f). Ç óõíÜñôçóç g∗ åßíáé, óôçí ïõóßá, Ýíáò
óýíèåôïò üñïòìÝóá óôéò åëÜ÷éóôåò ESCT åêöñÜóåéò ôùí fi Þ fj õðïóõíáñôÞ-
óåùí, áíôßóôïé÷á. Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ èá õðÜñ÷ïõí êáé åëÜ÷éóôåò ESCT
åêöñÜóåéò Q óôç äåýôåñç ìïñöÞ ôïõ ÈåùñÞìáôïò 7.

2. w(f) = w(fi) + w(fj) − 1. Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ ç åëÜ÷éóôç ESCT Ýêöñáóç
Q ôçò óõíÜñôçóçò åéóüäïõ f ðáñÜãåôáé áðü ôéò åëÜ÷éóôåò ESCT åêöñÜóåéò
ôùí fi; fj. Èá õðÜñ÷åé Ýíáò êïéíüò Þ áíôßóôñïöïò óýíèåôïò üñïò áíÜìåóá óôéò
åëÜ÷éóôåò ESCT åêöñÜóåéò Ki;Kj ôùí õðïóõíáñôÞóåùí fi; fj.
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Åíüôçôá 4.5. ÁÊÑÉÂÇÓ ÅËÁ×ÉÓÔÏÐÏÉÇÓÇ ÃÉÁ ÓÕÍÁÑÔÇÓÅÉÓ ÌÅ ESCT ÂÁÑÏÓ ÔÏ ÐÏËÕ 7

Óå üëåò ôéò ðñïçãïýìåíåò ðåñéðôþóåéò, åðéðëÝïí ESCT åêöñÜóåéò ðáñÜãïíôáé ùò
m-éóïäýíáìåò (mequivalent expressions).
¦

Åßíáé ðñïöáíÝò üôé üëåò ïé åëÜ÷éóôåò ESCT åêöñÜóåéò ãéá ôç óõíÜñôçóç åéóüäïõ
f ìðïñïýí íá âñåèïýí ìÝóù ôïõ ÈåùñÞìáôïò 12.

Èåþñçìá 13 ¸óôù f ìéá ëïãéêÞ óõíÜñôçóç ìå 5 < w(f) < 8 êáé f0; f1; f2 ïé
õðïóõíáñôÞóåéò ôçò. ÔïõëÜ÷éóôïí ìéá åëÜ÷éóôç ESCT Ýêöñáóç ôçò f ìðïñåß íá
âñåèåß áðü ôéò åëÜ÷éóôåò ESCT åêöñÜóåéò ôùí f0; f1; f2.
Áðüäåéîç.
¸óôù Q ìéá åëÜ÷éóôç ESCT Ýêöñáóç ôçò f . ¼ëåò ïé åëÜ÷éóôåò ESCT åêöñÜóåéò
ôùí f0; f1; f2 èåùñïýíôáé ãíùóôÝò. Óýìöùíá ìå ôïí Ðßíáêá 4.7, ãéá üëåò ôéò ðåñé-
ðôþóåéò ìå w(f) > 5, åêôüò ôçò 22, ìðïñïýìå íá âñïýìå üëåò ôéò åëÜ÷éóôåò ESCT
åêöñÜóåéò ôùí f0; f1; f2 áöïý ôï âÜñïò ôïõò åßíáé ìéêñüôåñï áðü 6 (Èåþñçìá 12).
Óôçí ðåñßðôùóç 22 ìßá áðü ôéò õðïóõíáñôÞóåéò (Ýóôù ç fi) Ý÷åé âÜñïò ßóï ìå 6,
ïðüôå äåí ìðïñïýìå íá Ý÷ïõìå üëåò ôéò åëÜ÷éóôåò ESCT åêöñÜóåéò ôçò. ÁëëÜ,
óýìöùíá ìå ôïí ßäéï ðßíáêá, ç åëÜ÷éóôç Ýêöñáóç ôçò f ðáñÜãåôáé óõíåíþíïíôáò
Ýíáí ßäéï Þ áíôßóôñïöï óýíèåôï üñï (g∗) ìåôáîý åëá÷ßóôùí ESCT åêöñÜóåùí ôùí
fi; fj. Ãéá íá âñïýìå ôçí åëÜ÷éóôç Ýêöñáóç ôçò f ðñÝðåé íá äçìéïõñãÞóïõìå êÜèå
äõíáôÞ óõíÜñôçóç g∗⊕fi êáé g∗⊕fj (g∗ åßíáé Ýíáò üñïò ìÝóá óôéò åëÜ÷éóôåò ESCT
åêöñÜóåéò ôçò fj). ÁõôÝò ïé óõíáñôÞóåéò g∗ ðïõ ðáñÜãïõí ôéò åëÜ÷éóôåò ESCT
åêöñÜóåéò åßíáé åêåßíåò ðïõ éêáíïðïéïýí ôçí åîßóùóç: w(g∗) + w(fi ⊕ g∗) + w(fj ⊕
g∗) = w(f).

Ãéá üëåò ôéò õðüëïéðåò ðåñéðôþóåéò ðñÝðåé íá áðïäåé÷èåß üôé åÜí ç Ýêöñáóç
Q åßíáé óôçí ôñßôç ìïñöÞ ôïõ ÈåùñÞìáôïò 7, ôüôå ìðïñåß íá ðáñá÷èåß áðü ôéò
åëÜ÷éóôåò ESCT åêöñÜóåéò ôùí f0; f1; f2.

Óýìöùíá ìå ôçí åîßóùóç 4.14: w(g) ≤ 2, áöïý w(f) ≤ 7. ÅÜí w(g) = 1 ôüôå ç
áíÜëõóç áêïëïõèåß áõôÞ ôïõ ÈåùñÞìáôïò 12.

ÅÜí w(g) = 2 ôüôå, óýìöùíá ìå ôïí Ðßíáêá 4.7, õðÜñ÷ïõí 3 ðéèáíÝò ðåñéðôþóåéò:

1. w(f) = w(fi) + w(fj). Óôç ðåñßðôùóç áõôÞ ç åëÜ÷éóôç ESCT Ýêöñáóç Q
ôçò óõíÜñôçóçò åéóüäïõ f ðáñÜãåôáé áðü ìßá ESCT Ýêöñáóç ìå w(fi) + 2
óýíèåôïõò üñïõò ãéá ôçí fi (2-wéóïäýíáìç Ýêöñáóç) êáé ìå w(fj) óýíèåôïõò
üñïõò ãéá ôçí fj Þ áðü ìßá ESCT Ýêöñáóç ìå w(fi) óýíèåôïõò üñïõò ãéá ôçí
fi êáé ìå w(fj) + 2 óýíèåôïõò üñïõò ãéá ôçí fj (2-wéóïäýíáìç Ýêöñáóç) Þ
áðü ìßá ESCT Ýêöñáóç ìå w(fi)+1 óýíèåôïõò üñïõò ãéá ôçí fi (1-wéóïäýíáìç
Ýêöñáóç) êáé ìå w(fj)+1 óýíèåôïõò üñïõò ãéá ôçí fj (1-wéóïäýíáìç Ýêöñáóç).
Óôéò ðñþôåò äýï ðåñéðôþóåéò ìðïñïýìå íá äçìéïõñãÞóïõìå ôçí Q üðùò óôç
ðåñßðôùóç 1 ôïõ ÈåùñÞìáôïò 12 åíôïðßæïíôáò åêåßíïõò ôïõò 2 óýíèåôïõò üñïõò
ðïõ óõíéóôïýí ôç óõíÜñôçóç g êáé âñßóêïíôáé ìÝóá óôéò åëÜ÷éóôåò ESCT
åêöñÜóåéò ôùí fj ; fi áíôßóôïé÷á. Óôçí ôñßôç ðåñßðôùóç ÷ñåéÜæïíôáé 1-wéóïäý-
íáìåò åêöñÜóåéò êáé ãéá ôçí fi êáé ãéá ôçí fj, ðáñüëï ðïõ ìüíï ïé åëÜ÷éóôåò
ESCT åêöñÜóåéò ôïõò åßíáé äéáèÝóéìåò. Ãéá ôï ëüãï áõôü äåí ìðïñïýìå íá
äçìéïõñãÞóïõìå ôçí åëÜ÷éóôç Ýêöñáóç Q óôçí ôñßôç ìïñöÞ ôïõ ÈåùñÞìáôïò
7. Ðáñüëá áõôÜ, åðåéäÞ w(f) = w(fi) + w(fj) èá âñïýìå, ôïõëÜ÷éóôïí, ìéá
åëÜ÷éóôç ESCT Ýêöñáóç ãéá ôç óõíÜñôçóç åéóüäïõ f óôç äåýôåñç ìïñöÞ ôïõ
ÈåùñÞìáôïò 7.

2. w(f) = w(fi) + w(fj)− 1. Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ, ç Ýêöñáóç Q äçìéïõñãåßôáé
áðü ìéá ESCT Ýêöñáóç ìå w(fi)+ 1 óýíèåôïõò üñïõò ãéá ôçí fi êáé ìå w(fj)
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Åíüôçôá 4.6. ÅËÁ×ÉÓÔÏÐÏÉÇÓÇ ×ÑÇÓÉÌÏÐÏÉÙÍÔÁÓ ÊÁÍÏÍÅÓ ÓÕÃ×ÙÍÅÕÓÇÓ

óýíèåôïõò üñïõò ãéá ôçí fj Þ áðü ìéá ESCT Ýêöñáóç ìå w(fi) óýíèåôïõò
üñïõò ãéá ôçí fi êáé ìå w(fj) + 1 óýíèåôïõò üñïõò ãéá ôçí fj, óýìöùíá ìå
ôïí Ðßíáêá 4.7. Ç áíÜëõóç áêïëïõèåß áõôÞ ôùí ðåñéðôþóåùí 1 of Theorem
12.

3. w(f) = w(fi)+w(fj)+2. Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ ç åëÜ÷éóôç ESCT Ýêöñáóç Q
ôçò óõíÜñôçóçò åéóüäïõ f ðáñÜãåôáé áðü ôéò åëÜ÷éóôåò ESCT åêöñÜóåéò ôùí
õðïóõíáñôÞóåùí fi; fj. Èá õðÜñ÷ïõí äýï êïéíïß Þ áíôßóôñïöïé óýíèåôïé üñïé
áíÜìåóá óôéò åëÜ÷éóôåò ESCT åêöñÜóåéò ôùí fi; fj.

Óå üëåò ôéò ðñïçãïýìåíåò ðåñéðôþóåéò, åðéðëÝïí ESCT åêöñÜóåéò ðáñÜãïíôáé ùò
m-éóïäýíáìåò åêöñÜóåéò (mequivalent expressions).
¦

Ç ðåñßðôùóç 1 ôïõ ÈåùñÞìáôïò 13 äçëþíåé üôé äåí ìðïñïýìå íá âñïýìå üëåò ôéò
åëÜ÷éóôåò ESCT åêöñÜóåéò ãéá ìéá óõíÜñôçóç f ìå 5 < w(f) < 8.

ÐáñÜäåéãìá 43 ¸óôù êáé ðÜëé ç óõíÜñôçóç g ôïõ ðáñáäåßãìáôïò 42. ¸óôù üôé
ãíùñßæïõìå ôá âÜñç ôùí õðïóõíáñôÞóåþí ôçò ìáæß ìå ôéò åëÜ÷éóôåò ESCT åêöñÜóåéò
ôïõò. Ôï âÜñïò ôçò g åßíáé 5 êáé ç åëÜ÷éóôç ESCT Ýêöñáóç ðïõ èÝëïõìå íá âñïýìå
áíôéóôïé÷åß óôçí ðÝìðôç ðåñßðôùóç ôïõ Ðßíáêá 4.7 ãéá w(f) = 5.

Ìéá åëÜ÷éóôç ESCT Ýêöñáóç ãéá ôçí õðïóõíÜñôçóç g1 ôçò g åßíáé: [10ef ] ⊕
[0900] ⊕ [0022] êáé ãéá ôçí õðïóõíÜñôçóç g0 åßíáé: [0a00] ⊕ [00cc]. Ãéá íá äç-
ìéïõñãÞóïõìå ìéá ESCT Ýêöñáóç ãéá ôçí g ðïõ ðåñéÝ÷åé ôïõò óýíèåôïõò üñïõò
[00220022]; [09000000] ðñÝðåé íá äçìéïõñãÞóïõìå ôç óõíÜñôçóç [0022]⊕ g0 = [0aee]
(ðñþôç ðåñßðôùóç ôïõ ÈåùñÞìáôïò 12). Ìéá åëÜ÷éóôç ESCT Ýêöñáóç ãéá ôç óõíÜ-
ñôçóç áõôÞ åßíáé: [0a00]⊕[00ee]. Óýìöùíá ìå ôï Èåþñçìá 12 ìéá åëÜ÷éóôç Ýêöñáóç
ãéá ôçí g åßíáé: [00220022]⊕ [09000000]⊕ [00000a00]⊕ [000000ee]⊕ [10ef0000].

¸÷ïíôáò ôçí ðáñáðÜíù Ýêöñáóç ãéá ôçí g = f2 êáé ôçí Ýêöñáóç [00220022] ⊕
[09000000] ⊕ [f807f807] ⊕ [4fb0b04f ] ãéá ôçí f0 ìðïñïýìå íá äçìéïõñãÞóïõìå ìéá
åëÜ÷éóôç ESCT Ýêöñáóç ãéá ôçí f , üðùò åßäáìå óôï ðáñÜäåéãìá 42: [0000000000220022]⊕
[0000000009000000]⊕[7777888877778888]⊕[0808080808080808]⊕[00000a0000000000]⊕
[000000ee00000000]⊕ [10ef000000000000] (ðåñßðôùóç 31 ôïõ Ðßíáêá 4.7).

ÁðïôÝëåóìá ôç èåùñßáò ðïõ áíáðôý÷èçêå óôçí åíüôçôá áõôÞ Þôáí ç äçìéïõñãßá
ôïõ áëãïñßèìïõ EW7MIN.

4.6 Åëá÷éóôïðïßçóç ÷ñçóéìïðïéþíôáò êáíüíåò óõã÷þíåõóçò

Ôá èåùñÞìáôá ESCT åëá÷éóôïðïßçóçò ðïõ áíáðôý÷èçêáí Ýùò ôþñá áíáöÝñïíôáé óå
óõíáñôÞóåéò. ÓõãêåêñéìÝíá åöáñìüæïíôáé ðÜíù óôï äÝíôñï ãåííÞôñéá ôçò óõíÜñôçóçò
åéóüäïõ êáé ðñïóðáèïýí íá åêìåôáëëåõôïýí óõãêåêñéìÝíá ÷áñáêôçñéóôéêÜ, üðùò ïé
óôáèåñÝò õðïóõíáñôÞóåéò.

¼ìùò, õðÜñ÷åé êáé Üëëç ðñïóÝããéóç ðïõ ìðïñåß íá áêïëïõèçèåß ãéá íá ìåéùèåß
ï áñéèìüò ôùí óýíèåôùí üñùí ìÝóá óå ìéá ESCT Ýêöñáóç ç ïðïßá áíôéðñïóùðåýåé
ôç óõíÜñôçóç åéóüäïõ. Ìðïñïýí, äçëáäÞ, íá ìåëåôçèïýí ïé ó÷Ýóåéò êáé ç ìïñöÞ
ôùí óýíèåôùí üñùí êáé ïé ôñüðïé êáé ïé ðñïûðïèÝóåéò þóôå m óýíèåôïé üñïé íá
óõã÷ùíåýïíôáé óå l üðïõ l < m.

Óôçí åíüôçôá áõôÞ èá ðñïóåããßóïõìå ôï ðñüâëçìá ôçò ESCT åëá÷éóôïðïßçóçò
÷ñçóéìïðïéþíôáò êáíüíåò óõã÷þíåõóçò. Ïé êáíüíåò áõôïß èá ðáñïõóéáóôïýí óôç
óõíÝ÷åéá, ðáñáëåßðïíôáò ôçí áíáëõôéêÞ ôïõò áðüäåéîç. ÁõôÞ åßíáé åýêïëï íá ãßíåé
÷ñçóéìïðïéþíôáò ôá áêüëïõèá äåäïìÝíá:
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• ÊÜèå ESCT Ýêöñáóç ðñÝðåé íá åßíáé óå ìßá áðü ôéò ôñåéò êáíïíéêïðïéçìÝíåò
ìïñöÝò ôïõ ÈåùñÞìáôïò 7.

• Ãéá ôéò åêöñÜóåéò ESOP éó÷ýåé ç åðüìåíç ó÷Ýóç xf ⊕ x̄g = xf ′ ⊕ x̄g′ ⇔ f =
f ′; g = g′ ç ïðïßá åßíáé ðñïöáíÞò. Åßíáé åýêïëï íá áðïäåé÷èåß, åîáíôëçôéêÜ ãéá
êÜèå óõíäõáóìü p; q; p′; q′ êáé ÷ñçóéìïðïéþíôáò êáé ôïí Ðßíáêá 4.5, üôé óôçí
ðåñßðôùóç ôùí ESCT åêöñÜóåùí ç ðáñáðÜíù ó÷Ýóç ìåôáó÷çìáôßæåôáé ùò:

Fp(x; f)⊕ Fq(x; g) = Fp′(x; f ′)⊕ Fq′(x; g′) ⇔ f = f ′∗; g = g′∗ (4.19)

, üðïõ Fp; fp′ êáé Fq; fq′ åßíáé êýôôáñá Maitra ðïõ áíÞêïõí óôçí ßäéá êëÜóç êáé
f ′∗ = f ′; f̄ ′; g′∗ = g′; ḡ′.

Ïé áíáëõôéêÝò áðïäåßîåéò áêïëïõèïýí ôï åðüìåíï ìïôßâï. ¼ôáí èÝëïõìå íá
âñïýìå ôïõò êáíüíåò óõã÷þíåõóçò m óå l ôüôå åëÝã÷ïõìå üëïõò ôïõò äõíáôïýò
óõíäõáóìïýò ôùí êáíïíéêïðïéçìÝíùí ìïñöþí óôéò ïðïßåò ìðïñåß íá âñßóêåôáé êÜèå
üñïò ìÝóá óôïõòm êáé óôïõò l. Ãéá ðáñÜäåéãìá üôáí èÝëïõìå íá âñïýìå ôïõò êáíüíåò
óõã÷þíåõóçò 3 üñùí óå 2 ôüôå õðÜñ÷ïõí ïé åîÞò ðåñéðôþóåéò. Ïé ôñåéò üñïé íá åßíáé
óôçí 1ç êáíïíéêïðïéçìÝíç ìïñöÞ êáé ïé äýï óôçí 1ç êáíïíéêïðïéçìÝíç ìïñöÞ. ¢ëëç
ðåñßðôùóç åßíáé ïé ôñåéò üñïé íá åßíáé óôçí 1ç êáíïíéêïðïéçìÝíç ìïñöÞ êáé ïé äýï
óôçí 2ç êáíïíéêïðïéçìÝíç ìïñöÞ. ¢ëëç ðåñßðôùóç åßíáé ïé ôñåéò üñïé íá åßíáé óôçí
2ç êáíïíéêïðïéçìÝíç ìïñöÞ êáé ïé äýï óôçí 1ç êáíïíéêïðïéçìÝíç ìïñöÞ. ¢ëëç
ðåñßðôùóç åßíáé ïé ôñåéò üñïé íá åßíáé óôçí 2ç êáíïíéêïðïéçìÝíç ìïñöÞ êáé ïé äýï
óôçí 2ç êáíïíéêïðïéçìÝíç ìïñöÞ. ¢ëëç ðåñßðôùóç åßíáé ïé ôñåéò üñïé íá åßíáé óôçí
3ç êáíïíéêïðïéçìÝíç ìïñöÞ êáé ïé äýï óôçí 1ç êáíïíéêïðïéçìÝíç ìïñöÞ. Ç ôåëåõôáßá
ðåñßðôùóç åßíáé ïé ôñåéò üñïé íá åßíáé óôçí 3ç êáíïíéêïðïéçìÝíç ìïñöÞ êáé ïé äýï
óôçí 2ç êáíïíéêïðïéçìÝíç ìïñöÞ. Âåâáßùò äåí åßíáé üëåò ïé ðáñáðÜíù ðåñéðôþóåéò
ïñèÝò (êÜðïéåò ìðïñåß íá ìçí åìöáíßæïíôáé óôçí ðñáãìáôéêüôçôá) åíþ áðü Üëëåò äåí
ðñïêýðôåé êÜðïéï ÷ñÞóéìï óõìðÝñáóìá (áõôÝò ôéò áíáöÝñïõìå ùò ôåôñéììÝíåò).

Óôï ÐáñÜäåéãìá 44 ðáñïõóéÜæåôáé ç áðüäåéîç ãéá ôïõò êáíüíåò 2 7→ 1. Ç áðüäåéîç
ãéá ôïõò õðüëïéðåò êáíüíåò áêïëïõèåß ôçí ßäéá äéáäéêáóßá.

Óçìåéþíåôáé üôé ïé åðüìåíïé êáíüíåò ìðïñïýí íá ÷ñçóéìïðïéçèïýí êáé ìå ôçí
áíôßóôñïöç öïñÜ, äçëáäÞ ìáò åðéôñÝðïõí íá äçìéïõñãÞóïõìå 1-wéóïäýíáìåò åêöñÜóåéò.
Åðßóçò áîßæåé íá óçìåéùèåß üôé åðåéäÞ êáëýðôïõìå, êáôÜ ôçí áðüäåéîç, üëåò ôéò
äõíáôÝò ðåñéðôþóåéò ïé ðáñáêÜôù ó÷Ýóåéò åßíáé áêñéâåßò. ÄçëáäÞ áí Ý÷ïõìå ìéá
ESCT Ýêöñáóç ìå m üñïõò, ãéá ìéá ôõ÷áßá óõíÜñôçóç, ôüôå åöáñìüæïíôáò ôïõò
êáíüíåò m 7→ (m − 1); (m − 1) 7→ (m − 2); : : : ; 2 7→ 1 óßãïõñá èá âñïýìå åëÜ÷éóôç
ESCT Ýêöñáóç ãéá ôç óõíÜñôçóç åéóüäïõ.

Óôçí åðüìåíç áíÜëõóç äýï êýôôáñá Maitra Fp; Fp′ (ßäéïò äåßêôçò áðëÜ ôïíéóìÝíïò)
èá èåùñïýíôáé üôé áíÞêïõí óôçí ßäéá êëÜóç êõôôÜñùí Maitra. ÅðéðëÝïí èåùñïýìå
üôé P ∗ óçìáßíåé åßôå P åßôå P .

¸óôù ìéá ESCT Ýêöñáóç ôçò óõíÜñôçóçò f . ¸óôù åðßóçò üôé ôáîéíïìïýìå
ôéò ìåôáâëçôÝò åéóüäïõ ôçò f áðü ôçí ðéï óçìáíôéêÞ ðñïò ôç ëéãüôåñï óçìáíôéêÞ.
Ç áíÜëõóç ðïõ áêïëïõèåß áíáöÝñåôáé óôçí ðñþôç ðéï óçìáíôéêÞ ìåôáâëçôÞ ãéá
ôçí ïðïßá õðÜñ÷ïõí ôïõëÜ÷éóôïí äýï êýôôáñá Maitra äéáöïñåôéêÞò êëÜóçò óôïõò
üñïõò ôçò ESCT Ýêöñáóçò. Ãéá ôéò ìåôáâëçôÝò óôéò ïðïßåò ôá êýôôáñá Maitra ôùí
üñùí ôçò ESCT Ýêöñáóçò áíÞêïõí óôçí ßäéá êëÜóç, åöáñìüæïõìå ôï ËÞììá 2 êáé ç
áíÜëõóç óõíå÷ßæåé óôçí åðüìåíç ìåôáâëçôÞ. Ïé áíáëõôéêïß óõíäõáóìïß ôùí äåéêôþí
p; q; r; p′; q′; r′ åßíáé åýêïëï íá âñåèïýí ìÝóù ôïõ ÈåùñÞìáôïò 7 êáé ôïõ Ðßíáêá 4.2.
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4.6.1 Äýï üñïé óå Ýíáí (2 7→ 1)

Åäþ åîåôÜæïõìå ôéò ðåñéðôþóåéò ðïõ äýï óýíèåôïé üñïé (Fq(x;Q1); Fw(x;Q2)) óõã-
÷ùíåýïíôáé óå Ýíáí (Fá(x; P1)) (Fq; Fw; Fá åßíáé êýôôáñá Maitra óýìöùíá ìå ôïí
Ðßíáêá 2.2). Ïé ðåñéðôþóåéò áõôÝò Ý÷ïõí ðáñïõóéáóôåß êáé óôçí åñãáóßá [AS94]. Ïé
ðåñéðôþóåéò ðïõ ðñïóöÝñïõí ìç ôåôñéììÝíá áðïôåëÝóìáôá åßíáé:

1. Fp(x;Q1) ⊕ Fq(x;Q2) = Fp(x; P1) ⇒ P1 = Q∗1; Q∗2 = 0 ⇔ Q2 = 0; 1. Ç
ðåñßðôùóç áõôÞ äçëþíåé üôé ï üñïò Q2 åßíáé 0 Þ 1. Óôçí ïõóßá ç ó÷Ýóç áõôÞ
áíôéðñïóùðåýåé ôï Èåþñçìá 6 êáé ôï Ðüñéóìá 5.

2. Fp(x;Q1) ⊕ Fr(x;Q2) = Fp(x; P1) ⇒ P1 = Q∗1 = Q∗2. Ç ðåñßðôùóç áõôÞ ìáò
äçëþíåé üôé ãéá íá åíùèïýí äýï óýíèåôïé üñïé ðñÝðåé íá õðÜñ÷åé ôï ðïëý Ýíá
êýôôáñï ðïõ íá áíÞêåé óå äéáöïñåôéêÞ êëÜóç Maitra. Ïé óýíèåôïé üñïé åêôüò
ôïõ ðáñáðÜíù êõôôÜñïõ ðñÝðåé íá åßíáé ßäéïé Þ áíôßóôñïöïé.

ÐáñÜäåéãìá 44 Óôï ðáñÜäåéãìá áõôü ðáñïõóéÜæåôáé ç áðüäåéîç ãéá ôçí ðáñáãùãÞ
ôùí êáíüíùí 2 7→ 1. Ïé äýï üñïé ôçò áñ÷éêÞò ESCT Ýêöñáóçò åßíáé Fq(x;Q1); Fw(x;Q2)
åíþ ï üñïò ôçò ôåëéêÞò ESCT Ýêöñáóçò åßíáé: Fa(x; P1). Äéáêñßíïõìå ôéò åðüìåíåò
ðåñéðôþóåéò:

• Ïé äýï üñïé ôçò áñ÷éêÞò ESCT Ýêöñáóçò åßíáé óôçí ðñþôç êáíïíéêïðïéçìÝíç
ìïñöÞ êáé ï üñïò ôïõ áðïôåëÝóìáôïò åßíáé óôçí ðñþôç êáíïíéêïðïéçìÝíç ìïñöÞ.
×ùñßò âëÜâç ôçò ãåíéêüôçôáò Ý÷ïõìå ôéò ðáñáêÜôù ðåñéðôþóåéò:

{ Fp′(x;Q1 ⊕ Q2) = Fp(x; P1). Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ éó÷ýåé (âëÝðå êáé
ËÞììá 1, Ðßíáêá 4.5): Fp′(x;Q1 ⊕ Q2) = Fp(x; P1) ⇔ Fp′(x;Q1) ⊕
Fp′′(x;Q2) = Fp(x; P1) ⇒ Q1 ⊕ Q2 = P1. ÊáôÜ óõíÝðåéá ï êáíüíáò
áõôüò ìáò ëÝåé üôé ç áíÜëõóç ìáò ðñÝðåé íá óõíå÷éóôåß ìéá ìåôáâëçôÞ
ðáñáêÜôù (ôåôñéììÝíç ðåñßðôùóç).

{ Fp(x;Q1⊕Q2) = Fq(x; P1), üðïõ Fp; Fq åßíáé êýôôáñá Maitra äéáöïñåôéêÞò
êëÜóçò. Óýìöùíá ìå ôçí åîßóùóç 4.19 ç ðáñáðÜíù ðåñßðôùóç äåí åßíáé
äõíáôÞ (äåí åßíáé ïñèÞ).

• Ïé äýï üñïé ôçò áñ÷éêÞò ESCT Ýêöñáóçò åßíáé óôç äåýôåñç êáíïíéêïðïéçìÝíç
ìïñöÞ êáé ï üñïò ôïõ áðïôåëÝóìáôïò åßíáé óôçí ðñþôç êáíïíéêïðïéçìÝíç ìïñöÞ.
×ùñßò âëÜâç ôçò ãåíéêüôçôáò Ý÷ïõìå ôéò ðáñáêÜôù ðåñéðôþóåéò:

{ Fp′(x;Q1)⊕Fq(x;Q2) = Fp(x; P1). Óýìöùíá ìå ôçí åîßóùóç 4.19 éó÷ýåé:
P1 = Q∗1; Q∗2 = 0 ⇔ Q2 = 0; 1. Ç ðåñßðôùóç áõôÞ åßíáé ç ðñþôç
ðåñßðôùóç ôïõ êáíüíá ðïõ ðñïóöÝñåé ìç ôåôñéììÝíá áðïôåëÝóìáôá.

{ Fq(x;Q1) ⊕ Fr(x;Q2) = Fp(x; P1), üðïõ Fp; Fq; Fr åßíáé êýôôáñá Maitra
äéáöïñåôéêÞò êëÜóçò. Óýìöùíá ìå ôçí åîßóùóç 4.19 éó÷ýåé: P1 = Q∗1 =
Q∗2. Ç ðåñßðôùóç áõôÞ åßíáé ç äåýôåñç ðåñßðôùóç ôïõ êáíüíá ðïõ ðñïó-
öÝñåé ìç ôåôñéììÝíá áðïôåëÝóìáôá.

ÐáñÜäåéãìá 45 ¸óôù ç ëïãéêÞ óõíÜñôçóç: f = [bfff4000]. Éó÷ýåé: w(f) = 1.
Ìéá ESCT Ýêöñáóç áõôÞò ôçò óõíÜñôçóçò åßíáé (óå áíáðáñÜóôáóç cell): (24456)⊕
(24415). Ç ðéï óçìáíôéêÞ ìåôáâëçôÞ (èõìßæïõìå üôé óôçí áíáðáñÜóôáóç cell ôï
äåîéüôåñï êýôôáñï åßíáé ôï ðéï óçìáíôéêü êáé ôï áñéóôåñüôåñï ôï ëéãüôåñï óçìáíôéêü)
êáé óôïõò äýï üñïõò Ý÷åé êýôôáñï ôçò ßäéáò êëÜóç (êýôôáñá 5 êáé 6). ÊáôÜ óõíÝðåéá
åöáñìüæïõìå ôï ËÞììá 2 êáé ç Ýêöñáóç ãßíåôáé: (24456) ⊕ (24415) =(((2445) ⊕
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(2441))5) =. Ðáñáôçñïýìå üôé ïé üñïé (2445) êáé (2441) Ý÷ïõí óôçí ðéï óçìáíôéêÞ
ôïõò ìåôáâëçôÞ êýôôáñá äéáöïñåôéêÞò êëÜóç åíþ ïé õðüëïéðïé üñïé åßíáé ßäéïé. ¢ñá
ìðïñïýìå íá åöáñìüóïõìå ôïí êáíüíá 2 7→ 1, ðåñßðôùóç 2. Éó÷ýåé ëïéðüí óýìöùíá
ìå ôïí êáíüíá, ôï Èåþñçìá 7 êáé ôïí Ðßíáêá 4.2: (2445) ⊕ (2441) = (2444) (ôï
ôåëåõôáßï êýôôáñï áëëÜæåé êëÜóç). ¸ôóé ïé äýï üñïé óõã÷ùíåýïíôáé óå Ýíáí êáé
éó÷ýåé: (24456)⊕ (24415) = (24445).

4.6.2 Ôñåéò üñïé óå äýï (3 7→ 2)

Åäþ åîåôÜæïõìå ôéò ðåñéðôþóåéò ðïõ ôñåéò óýíèåôïé üñïé (Fq(x;Q1); Fw(x;Q2); Fe(x;Q3))
óõã÷ùíåýïíôáé óå äýï üñïõò (Fa(x; P1); Fs(x; P2)) (Fq; Fw; Fe; Fa; Fs åßíáé êýôôáñá
Maitra óýìöùíá ìå ôïí Ðßíáêá 2.2). Óçìåéþíåôáé üôé ç ðåñßðôùóç ôñåéò üñïé íá
óõã÷ùíåõôïýí óå Ýíáí åßíáé ôáõôüóçìç ìå ôç äéáäï÷éêÞ åöáñìïãÞ ôïõ êáíüíá 3 7→ 2
êáé óôç óõíÝ÷åéá ôïõ êáíüíá 2 7→ 1. Ïé ðåñéðôþóåéò ðïõ ðñïóöÝñïõí ìç ôåôñéììÝíá
áðïôåëÝóìáôá, êáé åßíáé îå÷ùñéóôÝò áðü ôéò Þäç áíáöåñèåßóåò ðåñéðôþóåéò ôïõ êáíüíá
2 7→ 1, áêïëïõèïýí:

1. Fp′(x;Q1) ⊕ Fq′(x;Q2) ⊕ Fr′(x;Q3) = Fp(x; P1) ⊕ Fq(x; P2) ⇒ P1 = Q∗1 ⊕
Q3; P2 = Q∗2 ⊕Q3. Ï êáíüíáò áõôüò áíáöÝñåé üôé ãéá íá óõã÷ùíåõèïýí ôñåéò
üñïé ðïõ Ý÷ïõí óå ìéá ìåôáâëçôÞ êýôôáñá ðïõ áíÞêïõí óôéò ôñåéò äéáöïñåôéêÝò
êëÜóåéò êõôôÜñùí, èá ðñÝðåé ïé üñïé Q1; Q3 êáé Q2; Q3 íá óõã÷ùíåýïíôáé óå
Ýíá óýìöùíá ìå ôïí êáíüíá 2 7→ 1.

2. Fp′(x;Q1⊕Q2)⊕Fr′(x;Q3) = Fp(x; P1)⊕Fq(x; P2)⇒ P1 = Q∗1⊕Q2⊕Q3; P2 =
Q∗3. Ï êáíüíáò áõôüò áíáöÝñåé üôé ãéá íá óõã÷ùíåõèïýí ôñåéò üñïé ðïõ Ý÷ïõí
óå ìéá ìåôáâëçôÞ êýôôáñá ðïõ áíÞêïõí óå äýï äéáöïñåôéêÝò êëÜóåéò êõôôÜñùí,
èá ðñÝðåé ïé ôñåéò üñïé Q1; Q2; Q3 íá óõã÷ùíåõôïýí óå Ýíáí åöáñìüæïíôáò
áíáäñïìéêÜ (Ý÷ïíôáò ðëÝïí ìéá ìåôáâëçôÞ ëéãüôåñç) ôïõò êáíüíåò 3 7→ 2 êáé
2 7→ 1.

ÐáñÜäåéãìá 46 ¸óôù ç ëïãéêÞ óõíÜñôçóç: f = [1011101010111010]. Éó÷ýåé:
w(f) = 2. Ìéá ESCT Ýêöñáóç áõôÞò ôçò óõíÜñôçóçò åßíáé (óå áíáðáñÜóôáóç
cell): (234456)⊕ (234315)⊕ (236345). Ç ðéï óçìáíôéêÞ ìåôáâëçôÞ êáé óôïõò ôñåéò
üñïõò Ý÷åé êýôôáñï ôçò ßäéáò êëÜóç (êýôôáñá 5 êáé 6). ÊáôÜ óõíÝðåéá åöáñìüæïõìå
ôï ËÞììá 2 êáé ç Ýêöñáóç ãßíåôáé: (224456) ⊕ (234315) ⊕ (236345) =(((23445) ⊕
(23431) ⊕ (23634))6) =. ×ñçóéìïðïéþíôáò ôïõò êáíüíåò 2 7→ 1 ðáñáôçñïýìå üôé
éó÷ýåé: (23445)⊕(22431) = (23466) êáé (23431)⊕(23634) = (23334). ÊáôÜ óõíÝðåéá
ìðïñïýìå íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôïí êáíüíá 3 7→ 2, ðåñßðôùóç 1. Éó÷ýåé ëïéðüí:
(234456)⊕ (234315)⊕ (236345) =(234666)⊕ (233346).

4.6.3 ÔÝóóåñéò üñïé óå ôñåéò (4 7→ 3)

Åäþ åîåôÜæïõìå ôéò ðåñéðôþóåéò ðïõ ôÝóóåñéò óýíèåôïé üñïé
(Fq(x;Q1); Fw(x;Q2); Fe(x;Q3); Fr(x;Q4)) óõã÷ùíåýïíôáé óå ôñåéò üñïõò
(Fa(x; P1); Fs(x; P2); Fd(x; P3)) (Fq; Fw; Fe; Fr; Fa; Fs; Fd åßíáé êýôôáñá Maitra óýì-
öùíá ìå ôïí Ðßíáêá 2.2). Óçìåéþíåôáé üôé ç ðåñßðôùóç ôÝóóåñéò üñïé íá óõã÷ùíåõôïýí
óå Ýíáí åßíáé ôáõôüóçìç ìå ôç äéáäï÷éêÞ åöáñìïãÞ ôïõ êáíüíá 4 7→ 3 , 3 7→ 2 êáé
óôç óõíÝ÷åéá ôïõ êáíüíá 2 7→ 1. Ïé ðåñéðôþóåéò ðïõ ðñïóöÝñïõí ìç ôåôñéììÝíá
áðïôåëÝóìáôá êáé åßíáé îå÷ùñéóôÝò áðü ôéò Þäç áíáöåñèåßóåò ðåñéðôþóåéò ôïõ êáíüíá
2 7→ 1 êáé 3 7→ 2 áêïëïõèïýí:

c©ÄçìÞôñéïò Âïõäïýñçò - Åëá÷éóôïðïßçóç åêöñÜóåùí "áðïêëåéóôéêïý Þ" 91



Åíüôçôá 4.6. ÅËÁ×ÉÓÔÏÐÏÉÇÓÇ ×ÑÇÓÉÌÏÐÏÉÙÍÔÁÓ ÊÁÍÏÍÅÓ ÓÕÃ×ÙÍÅÕÓÇÓ

1. Fp′(x;Q1 ⊕ Q2) ⊕ Fr′(x;Q3 ⊕ Q4) = Fp(x; P1) ⊕ Fq(x; P2 ⊕ P3) ⇒ P1 =
Q∗1 ⊕ Q2 ⊕ Q3 ⊕ Q4; P2 ⊕ P3 = Q∗3 ⊕ Q4. O êáíüíáò áõôüò ìáò áðïêáëýðôåé
üôé üôáí ïé ôÝóóåñéò üñïé Ý÷ïõí áíÜ äýï êýôôáñá Maitra ôçò ßäéáò êëÜóçò,
ôüôå ãéá íá óõã÷ùíåõèïýí óå ôñåéò üñïõò ðñÝðåé ïé üñïé Q1; Q2; Q3; Q4 íá
óõã÷ùíåýïíôáé óå Ýíáí (äéáäï÷éêÞ åöáñìïãÞ ôùí êáíüíùí 4 7→ 3, 3 7→ 2,
2 7→ 1), Ý÷ïíôáò üìùò ìéá ìåôáâëçôÞ ëéãüôåñç.

2. Fp′(x;Q1 ⊕ Q2) ⊕ Fr′(x;Q3 ⊕ Q4) = Fp(x; P1) ⊕ Fq(x; P2) ⊕ Fr(x; P3) ⇒
P1⊕P2 = Q∗1⊕Q2; P3⊕P2 = Q∗3⊕Q4. ÐáñáëëáãÞ ôïõ ðñïçãïýìåíïõ êáíüíá,
áõôüò ï êáíüíáò ìáò áðïêáëýðôåé üôé áí ïé ôÝóóåñéò üñïé Ý÷ïõí áíÜ äýï êýôôáñá
Maitra ôçò ßäéáò êëÜóçò, ôüôå ãéá íá óõã÷ùíåõèïýí óå ôñåéò üñïõò ðñÝðåé ïé
ESCT åêöñÜóåéò Q1 ⊕ Q2 êáé Q3 ⊕ Q4 íá ìðïñïýí íá ìåôáó÷çìáôéóôïýí óå
Üëëåò ðïõ èá Ý÷ïõí Ýíáí ßäéï óýíèåôï üñï (ôéò åêöñÜóåéò P ∗1 ⊕ P2 êáé P ∗3 ⊕ P2

áíôßóôïé÷á). Ç ðáñáðÜíù ìåôáôñïðÞ ìðïñåß íá ãßíåé ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôïõò
êáíüíåò 2 7→ 2.

3. Fp′(x;Q1 ⊕ Q2 ⊕ Q3) ⊕ Fr′(x;Q4) = Fp(x; P1 ⊕ P2) ⊕ Fq(x; P3) ⇒ P1 ⊕
P2 = Q∗1 ⊕ Q2 ⊕ Q3 ⊕ Q4; P3 = Q∗4. Ï êáíüíáò áõôüò ìáò áðïêáëýðôåé
üôé áí ïé ôñåéò üñïé Ý÷ïõí êýôôáñá, óå ìéá ìåôáâëçôÞ, ôçò ßäéáò êëÜóçò êáé ï
ôåëåõôáßïò Ý÷åé, óôçí ßäéá ìåôáâëçôÞ, êýôôáñï äéáöïñåôéêÞò êëÜóçò, ôüôå ãéá íá
óõã÷ùíåõèïýí óå ôñåéò ðñÝðåé ïé üñïé Q1; Q2; Q3; Q4 íá óõã÷ùíåýïíôáé óå äýï,
Ý÷ïíôáò ðëÝïí ìéá ìåôáâëçôÞ ëéãüôåñç óå ó÷Ýóç ìå ôçí áñ÷éêÞ ðåñßðôùóç ôùí
üñùí Fp′(x;Q1); Fp′(x;Q2); Fp′(x;Q3); Fr′(x;Q4). Ç ðáñáðÜíù óõã÷þíåõóç
ìðïñåß íá ðñáãìáôïðïéçèåß ìå ôç âïÞèåéá ôùí êáíüíùí 4 7→ 3 êáé 3 7→ 2.

4. Fp′(x;Q1) ⊕ Fq′(x;Q2) ⊕ Fr′(x;Q3 ⊕ Q4) = Fp(x; P1) ⊕ Fq(x; P2 ⊕ P3) ⇒
P1 = Q∗1⊕Q3⊕Q4; P2⊕P3 = Q∗2⊕Q3⊕Q4. Ï êáíüíáò áõôüò ìáò áðïêáëýðôåé
üôé üôáí óå ìéá ìåôáâëçôÞ õðÜñ÷ïõí êýôôáñá êáé áðü ôéò ôñåéò äéáöïñåôéêÝò
êëÜóåéò, ôüôå ðñÝðåé ïé üñïé Q1; Q3; Q4 íá óõã÷ùíåýïíôáé óå Ýíáí êáé ïé üñïé
Q2; Q3; Q4 íá óõã÷ùíåýïíôáé óå äýï. Ïé óõã÷ùíåýóåéò áõôÝò ìðïñïýí íá
ãßíïõí ìå ôç âïÞèåéá ôùí êáíüíùí 3 7→ 2 êáé 2 7→ 1.

5. Fp′(x;Q1 ⊕ Q2) ⊕ Fq′(x;Q3) ⊕ Fr′(x;Q4) = Fp(x; P1) ⊕ Fq(x; P2 ⊕ P3) ⇒
P1 = Q∗1 ⊕ Q2 ⊕ Q4; P2 ⊕ P3 = Q∗3 ⊕ Q4. Ï êáíüíáò áõôüò ìáò áðïêáëýðôåé
üôé üôáí óå ìéá ìåôáâëçôÞ õðÜñ÷ïõí êýôôáñá êáé áðü ôéò ôñåéò äéáöïñåôéêÝò
êëÜóåéò, ôüôå ðñÝðåé ïé ôñåéò üñïé Q1; Q2; q4 íá óõã÷ùíåýïíôáé óå Ýíáí. Áõôü
ìðïñåß íá ðñáãìáôïðïéçèåß ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôïõò êáíüíåò 3 7→ 2 êáé 2 7→ 1.

6. Fp′(x;Q1 ⊕ Q2) ⊕ Fq′(x;Q3) ⊕ Fr′(x;Q4) = Fp(x; P1 ⊕ P2) ⊕ Fq(x; P3) ⇒
P1 = Q∗3 ⊕ Q4; P2 ⊕ P3 = Q1 ⊕ Q2 ⊕ Q∗4. Áíôßóôïé÷ïò ìå ôïí ðñïçãïýìåíï
êáíüíá. Åäþ ðñÝðåé íá óõã÷ùíåýïíôáé ïé üñïé Q1; Q2; Q4 óå äýï êáé ïé üñïé
Q3; Q4 óå Ýíáí.

7. Fp′(x;Q1)⊕ Fq′(x;Q2)⊕ Fr′(x;Q3 ⊕Q4) = Fp(x; P1)⊕ Fq(x; P2)⊕ Fr(x; P3)
⇒ P1 ⊕ P3 = Q∗1 ⊕Q3 ⊕Q4; P2 ⊕ P3 = Q∗2 ⊕Q3 ⊕Q4. Ï êáíüíáò áõôüò ìáò
áðïêáëýðôåé üôé üôáí óå ìéá ìåôáâëçôÞ õðÜñ÷ïõí ôñåéò äéáöïñåôéêÝò êëÜóåéò
áðü êýôôáñá Maitra, ôüôå ãéá íá õðÜñîåé óõã÷þíåõóç ðñÝðåé ïé ôñåéò üñïé
Q1; Q3; Q4 êáé ïé ôñåéò üñïé Q2; Q3; Q4 íá åíþíïíôáé óå äýï ÷ñçóéìïðïéþíôáò
ôïõò êáíüíåò 3 7→ 2.

ÐáñÜäåéãìá 47 ¸óôù ç ëïãéêÞ óõíÜñôçóç: f = [efff100010001011efffefef10001010].
Éó÷ýåé: w(f) = 3. Ìéá ESCT Ýêöñáóç áõôÞò ôçò óõíÜñôçóçò åßíáé (óå áíáðáñÜóôáóç
cell): (2344466) ⊕ (2346356) ⊕ (2333364) ⊕ (1161344). Ðáñáôçñïýìå üôé óôçí ðéï
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Åíüôçôá 4.7. ÅÕÑÉÓÔÉÊÅÓ ÌÅÈÏÄÏËÏÃÉÅÓ

óçìáíôéêÞ ìåôáâëçôÞ ôçò ðáñáðÜíù ESCT Ýêöñáóçò õðÜñ÷ïõí êýôôáñá Maitra áðü
äýï äéáöïñåôéêÝò êëÜóåéò ìüíï (áðü äýï üñïé óå êÜèå êëÜóç). ¢ñá ïé ó÷åôéêÝò
ðåñéðôþóåéò ôïõ êáíüíá 4 7→ 3 åßíáé ïé 1 êáé 2. Ðáñáôçñïýìå üìùò üôé éó÷ýåé
(÷ñçóéìïðïéþíôáò ôïõò åðüìåíïõò êáíüíåò 2 7→ 2): (2344466)⊕(2346356) = (234456)⊕
(234315) êáé (2333364) ⊕ (1161344) = (234315) ⊕ (236313). ÄçëáäÞ ïé ðáñáðÜíù
ESCT åêöñÜóåéò ìðïñïýí íá ìåôáó÷çìáôéóôïýí óå Üëëåò ðïõ Ý÷ïõí Ýíáí óýíèåôï
üñï ßäéï ((234315)). ÊáôÜ óõíÝðåéá èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôçí ðåñßðôùóç 2 êáé Ýôóé
Ý÷ïõìå ìéá ESCT Ýêöñáóç ìå 3 üñïõò, ôçí: (23344566)⊕ (2343153)⊕ (2363134).

4.6.4 Äýï üñïé óå äýï (2 7→ 2)

Óôçí åíüôçôá áõôÞ åîåôÜæïíôáé ïé ôñüðïé ìå ôïõò ïðïßïõò ìðïñïýìå íá ìåôáó÷çìáôß-
óïõìå äýï óýíèåôïõò üñïõò Fq(x;Q1); Fw(x;Q2) óå äýï êáéíïýñãéïõò Fa(x; P1); Fs(x; P2)
ïé ïðïßïé èá áðåéêïíßæïõí ôçí ßäéá óõíÜñôçóç (Fq; Fw; Fa; Fs åßíáé êýôôáñá Maitra
óýìöùíá ìå ôïí Ðßíáêá 2.2). Ïé ðåñéðôþóåéò ðïõ ðñïóöÝñïõí ìç ôåôñéììÝíá áðïôå-
ëÝóìáôá áêïëïõèïýí:

1. Fp′(x;Q1) ⊕ Fq′(x;Q2) = Fp(x; P1) ⊕ Fq(x; P2) ⇒ P1 = Q∗1; P2 = Q∗2. Óôçí
ðåñßðôùóç áõôÞ ïé áñ÷éêïß êáé ïé êáéíïýñãéïé üñïé åßíáé óõããåíåßò. Ï êáíüíáò
áõôüò ìðïñåß íá åöáñìïóôåß óå ïðïéáäÞðïôå ðåñßðôùóç.

2. Fp′(x;Q1) ⊕ Fr′(x;Q2) = Fp(x; P1) ⊕ Fq(x; P2) ⇒ P1 = Q∗1 ⊕ Q2; P2 = Q∗2.
Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ ôï êýôôáñï Fq ìåôáó÷çìáôßæåôáé óå Fr′ . Ãéá íá ìðïñåß íá
åöáñìïóôåß ï êáíüíáò áõôüò ðñÝðåé ïé üñïé Q1; Q2 íá óõã÷ùíåýïíôáé óå Ýíáí
óýìöùíá ìå ôïõò êáíüíåò 2 7→ 1.

ÐáñÜäåéãìá 48 ¸óôù ç ëïãéêÞ óõíÜñôçóç: f = [10001010]. Éó÷ýåé: w(f) = 2.
Ìéá ESCT Ýêöñáóç áõôÞò ôçò óõíÜñôçóçò åßíáé (óå áíáðáñÜóôáóç cell): (23445)⊕
(23431). ¸óôù üôé èÝëïõìå íá âñïýìå áí ìðïñåß íá ìåôáó÷çìáôéóôåß óå Üëëç
ESCT Ýêöñáóç ìå äýï óýíèåôïõò üñïõò. Ðáñáôçñïýìå üôé óôçí ðéï óçìáíôéêÞ ôïõò
ìåôáâëçôÞ ïé äýï üñïé Ý÷ïõí êýôôáñá Maitra äéáöïñåôéêÞò êëÜóçò. ÅðéðëÝïí éó÷ýåé:
(2344)⊕ (2343) = (2346). ¢ñá ìðïñïýìå íá åöáñìüóïõìå ïðïéáäÞðïôå áðü ôéò äýï
ðåñéðôþóåéò ôïõ êáíüíá 2 7→ 2. ¸óôù üôé åöáñìüæïõìå ôç äåýôåñç. Ìéá Üëëç ESCT
Ýêöñáóç ôçò ßäéáò óõíÜñôçóçò åßíáé, ëïéðüí: (23444) ⊕ (23463) (áíôéêáôáóôÞóáìå
ôïí (2343) ìå ôïí (2346)). Ìßá áêüìá åßíáé: (23466)⊕ (23434) (áíôéêáôáóôÞóáìå
ôïí (2344) ìå ôïí (2346)).

4.7 ÅõñéóôéêÝò Ìåèïäïëïãßåò

Ôá èåùñÞìáôá ðïõ áíáðôý÷èçêáí óôï óõãêåêñéìÝíï êåöÜëáéï áó÷ïëïýíôáé ìå ôï
ðñüâëçìá ôçò åýñåóçò åëá÷ßóôùí ESCT åêöñÜóåùí ãéá ðëÞñùò ïñéóìÝíåò ëïãéêÝò
óõíáñôÞóåéò ìïíáäéêÞò åîüäïõ. Ôá èåùñÞìáôá áõôÜ åããõþíôáé ôï âÝëôéóôï ôçò
ðáñáãüìåíçò ëýóçò. Óôç äéáôñéâÞ áõôÞ, üìùò, áó÷ïëçèÞêáìå êáé ìå Üëëá óçìáíôéêÜ
ðñïâëÞìáôá ôçò ESCT åëá÷éóôïðïßçóçò üðùò ôçí áíáäéÜôáîç ôùí ìåôáâëçôþí åéóüäïõ
ìéáò ëïãéêÞò óõíÜñôçóçò ìå óêïðü ôçí åýñåóç ìéêñüôåñïõ ESCT âÜñïõò ãéá áõôÞí Þ
ôçí åýñåóç êáëþí ESCT åêöñÜóåùí ãéá áôåëþò ïñéóìÝíåò ëïãéêÝò óõíáñôÞóåéò. Ïé
ìåèïäïëïãßåò ðïõ áêïëïõèïýí áó÷ïëïýíôáé ìå ôá ðáñáðÜíù æçôÞìáôá áëëÜ äåí åßíáé
áêñéâåßò äçëáäÞ äåí åããõþíôáé ôï âÝëôéóôï ôçò ðáñáãüìåíçò ëýóçò. Ãéá ôï ëüãï
áõôü êáëïýíôáé åõñéóôéêÝò.
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4.7.1 ÁíáäéÜôáîç ìåôáâëçôþí åéóüäïõ

Ìéá ëïãéêÞ óõíÜñôçóç n ìåôáâëçôþí ìðïñåß íá åêöñáóôåß ìå ðáñáðÜíù áðü Ýíáí
ôñüðïõò (åêöñÜóåéò FPRM, ESOP, ESCT, áíáðáñÜóôáóç MT êôë). ÁñêåôÝò áðü
áõôÝò ôéò åêöñÜóåéò åîáñôþíôáé áðü ôïí ôñüðï ìå ôïí ïðïßï èá åðéëåãïýí ïé ìåôáâëçôÝò
åéóüäïõ ôçò óõíÜñôçóçò, äçëáäÞ áðü ôç äéÜôáîç "óçìáíôéêüôçôáò" ôùí ìåôáâëçôþí.
ÓõãêåêñéìÝíá ôüóï ç áíáðáñÜóôáóç MT (êáôÜ óõíÝðåéá êáé ôï äÝíôñï-ãåííÞôñéá)
üóï êáé ïé åêöñÜóåéò ESCT åîáñôþíôáé óçìáíôéêÜ áðü ôç äéÜôáîç ôùí ìåôáâëçôþí
åéóüäïõ ðïõ èá åðéëåãåß, ìå Üìåóç óõíÝðåéá ôï ESCT âÜñïò ìéáò ëïãéêÞò óõíÜñôçóçò
íá ìåôáâÜëëåôáé áíÜëïãá ìå ôç äéÜôáîç ôùí ìåôáâëçôþí åéóüäïõ ðïõ åðéëÝãåôáé. Íá
óçìåéþóïõìå üôé áõôü äåí éó÷ýåé ãéá ôéò åêöñÜóåéò ESOP üðïõ óå áõôÝò ôï ESOP
âÜñïò åßíáé áíåîÜñôçôï ôçò äéÜôáîçò ôùí ìåôáâëçôþí åéóüäïõ.

Åßíáé ëïéðüí óçìáíôéêü, üôáí èÝëïõìå íá âåëôéþóïõìå ôá áðïôåëÝóìáôá ôçò
ESCT åëá÷éóôïðïßçóçò ìéáò ëïãéêÞò óõíÜñôçóçò, íá åðéëÝãïõìå êáé ìéá êáëÞ äéÜôáîç
óôéò ìåôáâëçôÝò åéóüäïõ ôçò óõíÜñôçóçò (Variable Reordering).

Óôç óõãêåêñéìÝíç äéäáêôïñéêÞ äéáôñéâÞ ìåëåôÞèçêå ôï ðñüâëçìá ôçò åýñåóçò ôçò
âÝëôéóôçò äéÜôáîçò ôùí ìåôáâëçôþí åéóüäïõ ìéáò ëïãéêÞò óõíÜñôçóçò, ôçò åýñåóçò
äçëáäÞ åêåßíçò ôçò äéÜôáîçò ðïõ ìáò äßíåé ôï êáëýôåñï äõíáôü áðïôÝëåóìá ùò ðñïò
ôï ESCT âÜñïò.

Ç ðñïôåéíüìåíç ìåèïäïëïãßá åßíáé åõñéóôéêÞ êáé óôçñßæåôáé óôï Ðüñéóìá 6. Óôï
ðüñéóìá áõôü öáßíåôáé üôé ç ýðáñîç ìéáò óôáèåñÞò õðïóõíÜñôçóçò fi äåí áõîÜíåé ôï
âÜñïò ôçò óõíÜñôçóçò óå ó÷Ýóç ìå áõôü ìéáò ìç óôáèåñÞò õðïóõíÜñôçóÞò ôçò (fj).
ÊáôÜ óõíÝðåéá, ðåñéìÝíïõìå üôé óå ìéá ëïãéêÞ óõíÜñôçóç, üóï ðåñéóóüôåñåò åßíáé ïé
óôáèåñÝò õðïóõíáñôÞóåéò ìÝóá óôï äÝíôñï-ãåííÞôñéÜ ôçò êáé ìÜëéóôá üóï ðéï õøçëÜ
(ðéï êïíôÜ óôç ñßæá) âñßóêïíôáé áõôÝò, ôüóï ìéêñüôåñï èá åßíáé ôï âÜñïò ôçò.

Ç ðáñáðÜíù åéêáóßá èá öáíåß êáëýôåñá óôá åðüìåíá ðáñáäåßãìáôá.

ÐáñÜäåéãìá 49 ¸óôù ìéá ëïãéêÞ óõíÜñôçóç ìïíáäéêÞò åîüäïõ êáé 4 ìåôáâëçôþí
åéóüäïõ: f(x1; x2; x3; x4) = [1234] = x̄1x̄2x3x4⊕x1x̄2x̄3x4⊕x1x̄2x3x̄4oplusx̄1x̄2x3x̄4⊕
x̄1x2x̄3x̄4. Ç áíáðáñÜóôáóç MT [1234] ðñïêýðôåé üôáí èåùñÞóïõìå üôé ç ðéï óçìá-
íôéêÞ ìåôáâëçôÞ åßíáé ç x4, ç áìÝóùò ëéãüôåñï óçìáíôéêÞ ç x3, êáé ïé äýï ëéãüôåñï
óçìáíôéêÝò ïé x2; x1 ìå ëéãüôåñï óçìáíôéêÞ ôçí ôåëåõôáßá. Áí óôçí ðáñáðÜíù óåéñÜ
"óçìáíôéêüôçôáò" áíôáëëÜîïõìå ôéò ìåôáâëçôÝò x4 êáé x1 ôüôå ç áíáðáñÜóôáóç MT
ãßíåôáé [0178]. Ôá äÝíôñá-ãåííÞôñéåò ãéá ôéò äýï ðáñáðÜíù äéáôÜîåéò ìåôáâëçôþí ôçò
ßäéáò óõíÜñôçóçò ðáñïõóéÜæïíôáé óôçí Åéêüíá 4.3.

[1234]

[12] [34] [26]

[1] [2] [3] [3] [4] [7] [2] [6] [4]

[0178]

[01] [78] [79]

[0] [1] [1] [7] [8] [F] [7] [9] [E]

Åéêüíá 4.3: ÄÝíôñá-ãåííÞôñéåò ãéá ôéò äéáôÜîåéò ìåôáâëçôþí [1234] êáé [0178].

Ðáñáôçñïýìå üôé ç ðñþôç äéÜôáîç ìåôáâëçôþí [1234] äåí Ý÷åé óôáèåñÝò õðïóõ-
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íáñôÞóåéò ìÝ÷ñé ôéò 2 ìåôáâëçôÝò (óôçí åëá÷éóôïðïßçóç ESCT ãéá óõíáñôÞóåéò
ìïíáäéêÞò åîüäïõ óôáìáôÜìå ðÜíôá óôéò 2 ìåôáâëçôÝò) åíþ ç Üëëç äéÜôáîç Ý÷åé äýï
óôáèåñÝò õðïóõíáñôÞóåéò óôï åðßðåäï ôùí 2 ìåôáâëçôþí. Ôï ãåãïíüò áõôü áëëÜæåé
ôï âÜñïò ôçò óõíÜñôçóçò áíÜìåóá óôéò äýï äéáöïñåôéêÝò äéáôÜîåéò ìåôáâëçôþí. Ç
ðñþôç Ý÷åé âÜñïò 3 (åëÜ÷éóôç ESCT Ýêöñáóç: (2433) ⊕ (6246) ⊕ (1364)) åíþ ç
äåýôåñç Ý÷åé âÜñïò 2 (åëÜ÷éóôç ESCT Ýêöñáóç: (2334)⊕ (1453)).

ÐáñÜäåéãìá 50 ¸óôù ìéá ëïãéêÞ óõíÜñôçóç ìïíáäéêÞò åîüäïõ êáé 5 ìåôáâëçôþí
åéóüäïõ. ÅðéëÝãïíôáò ìéá äéÜôáîç ìåôáâëçôþí, ç áíáðáñÜóôáóç MT åßíáé: f =
[87ff7800]. ÅðéëÝãïíôáò äéáöïñåôéêÞ äéÜôáîç ìåôáâëçôþí ç áíáðáñÜóôáóç MT
åßíáé: f = [963ccccc]. Ôá äÝíôñá-ãåííÞôñéåò ðïõ áíôéóôïé÷ïýí óôéò äéáöïñåôéêÝò
äéáôÜîåéò ìåôáâëçôþí öáßíïíôáé óôçí Åéêüíá 4.4.

[87FF7800]

[87FF] [7800] [FFFF]

[87] [FF]

[8]

[78] [78] [00] [78]

[F][7] [7][8][F] [7][8][F] [7][8][F]

[963CCCCC]

[963C] [CCCC] [5AF0]

[96] [3C]

[9]

[AA] [CC] [CC] [00] [F0] [AA][5A]

[F][6] [3][C][F][A][A][0] [C][C][0][C][C][0] [5][A][F][F][0][F][A][A][0]

Åéêüíá 4.4: ÄÝíôñá-ãåííÞôñéåò ãéá ôéò äéáôÜîåéò ìåôáâëçôþí [87ff7800] êáé
[963ccccc].

Ðáñáôçñïýìå üôé ç ðñþôç äéÜôáîç ìåôáâëçôþí Ý÷åé ìéá óôáèåñÞ õðïóõíÜñôçóç
1 óôï ðñþôï åðßðåäï áðïóýíèåóçò. ÐåñéìÝíïõìå ëïéðüí ç ðñþôç äéÜôáîç íá Ý÷åé
ìéêñüôåñï ESCT âÜñïò. ÐñÜãìáôé ôï âÜñïò ãéá ôçí ðñþôç äéÜôáîç ìåôáâëçôþí
åßíáé 1 (åëÜ÷éóôç ESCT Ýêöñáóç: (14545)) åíþ ãéá ôç äåýôåñç åßíáé 3 (åëÜ÷éóôç
ESCT Ýêöñáóç: (16634)⊕ (15566)⊕ (16563)).

Ç ìåèïäïëïãßá ðïõ áíáðôýîáìå ãéá ôçí åðéëïãÞ êáëÞò äéÜôáîçò ìåôáâëçôþí (þóôå
íá äßíåé êáëü ESCT âÜñïò), äåäïìÝíçò ìéáò ëïãéêÞò óõíÜñôçóçò, åßíáé íá åëÝã÷åôáé
êÜèå ðéèáíÞ äéÜôáîç ôùí ìåôáâëçôþí ôçò. Ãéá êÜèå ôÝôïéá äéÜôáîç äçìéïõñãåßôáé ôï
äÝíôñï-ãåííÞôñéá êáé ìå âÜóç ôïí áñéèìü êáé ôçí èÝóç ôùí óôáèåñþí õðïóõíáñôÞóåþí
ôçò ðáñÜãåôáé ôï êÝñäïò (GAIN). ¼óï õøçëüôåñï ôï êÝñäïò, ôüóï ðéï ìéêñü âÜñïò
åßíáé ðéèáíü íá Ý÷åé ç óõãêåêñéìÝíç äéÜôáîç ìåôáâëçôþí. ÌÜëéóôá ç ðáñáðÜíù
ìåèïäïëïãßá âåëôéþèçêå ðñïûðïëïãßæïíôáò ôá ðñáãìáôéêÜ âÜñç ãéá óõíáñôÞóåéò ðïõ
Ý÷ïõí ôï ðïëý ôÝóóåñéò ìåôáâëçôÝò åéóüäïõ. Ôï êÝñäïò ãéá áõôÝò åßíáé ìåãáëýôåñï
üóï ìéêñüôåñï ôï âÜñïò. ¸ôóé ç äéáäéêáóßá ôçò áðïóýíèåóçò ìðïñåß íá óôáìáôÜ óôï
åðßðåäï ôùí 4 ìåôáâëçôþí åéóüäïõ þóôå íá Ý÷ïõìå áêüìá ðéï áêñéâÞ áðïôåëÝóìáôá.

4.7.2 ESCT Åëá÷éóôïðïßçóç áôåëþò ïñéóìÝíùí ëïãéêþí óõíáñôÞóåùí

¼ðùò áíáöÝñèçêå êáé óôçí áíôßóôïé÷ç åíüôçôá ãéá ôéò åêöñÜóåéò ESOP, óå ðïëëÝò
ðñáãìáôéêÝò ðåñéðôþóåéò ëïãéêþí êõêëùìÜôùí, ïé óõíáñôÞóåéò ðïõ ôá ðåñéãñÜöïõí
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äåí ïñßæïíôáé ãéá êÜðïéïõò óõíäõáóìïýò ôùí åéóüäùí ôïõò. Ïé åßóïäïé áõôïß äåí
ìðïñïýí íá åìöáíéóôïýí óôéò ðñáãìáôéêÝò óõíèÞêåò ëåéôïõñãßáò ôïõ ëïãéêïý êõ-
êëþìáôïò.

Óôçí Åíüôçôá 3.2 ðåñéãñÜöçêå ìåèïäïëïãßá ãéá ôçí åõñéóôéêÞ ESOP åëá÷éóôï-
ðïßçóç áôåëþò ïñéóìÝíùí ëïãéêþí óõíáñôÞóåùí. Ç ìåèïäïëïãßá áõôÞ åðåêôåßíåôáé
óôçí åíüôçôá áõôÞ þóôå íá åíôïðßæïíôáé ó÷åäüí åëÜ÷éóôåò ESCT åêöñÜóåéò ãéá
áôåëþò ïñéóìÝíåò ëïãéêÝò óõíáñôÞóåéò.

Ïé âáóéêÝò äéáöïñÝò êáé ôá êõñéüôåñá ÷áñáêôçñéóôéêÜ ôçò ðñïôåéíüìåíçò ìåèïäï-
ëïãßáò, óå ó÷Ýóç ìå áõôÞí ôçò åíüôçôáò 3.2, óõíïøßæïíôáé óôá ðáñáêÜôù:

• Óôï óôÜäéï ôçò áðïóýíèåóçò üôáí ìéá õðïóõíÜñôçóç åßíáé óôáèåñÞ 0 áëëÜ êáé
1 ôüôå ç áðïóýíèåóç óôáìáôÜ.

• Óôï óôÜäéï ôçò áðïóýíèåóçò üôáí ìéá õðïóõíÜñôçóç, óôï äÝíôñï ãåííÞôñéá,
Ý÷åé åëá÷éóôüñïõò ðïõ áíÞêïõí óôï o� set êáé óôï dc set êáé êáèüëïõ åëá÷é-
óôüñïõò ðïõ íá áíÞêïõí óôï on set ôüôå ïé åëá÷éóôüñïé ôïõ dc set ìåôáöÝñïíôáé
óôï o� set êáé ç õðïóõíÜñôçóç áõôÞ èåùñåßôáé óôáèåñÞ êáé ßóç ìå ôï 0. ¼ôáí ç
õðïóõíÜñôçóç Ý÷åé åëá÷éóôüñïõò ðïõ áíÞêïõí ìüíï óôï on set êáé óôï dc set,
ôüôå ïé åëá÷éóôüñïé ôïõ dc set ìåôáöÝñïíôáé óôï on set êáé ç õðïóõíÜñôçóç
èåùñåßôáé óôáèåñÞ êáé ßóç ìå 1. ¼ðùò êáé óôçí ðåñßðôùóç ôçò ESOP åëá÷é-
óôïðïßçóçò, ç ðáñáäï÷Þ áõôÞ áðëïðïéåß óçìáíôéêÜ ôç äéáäéêáóßá.

• Ïé áíôéóôñïöÝò åêöñÜóåùí ðïõ áðáéôïýíôáé óå ó÷Ýóç ìå ôçí ESOP ðåñßðôùóç
ðñáãìáôïðïéïýíôáé áíôéóôñÝöïíôáò Ýíáí ìüíï óýíèåôï üñï.

• Óå êÜèå óôÜäéï ôçò óýíèåóçò ç ðáñáãüìåíç Ýêöñáóç ðñÝðåé íá åëÝã÷åôáé üôé
åðáëçèåýåé ôç óõíÜñôçóç üðùò áêñéâþò êáé óôçí ðåñßðôùóç ôçò ESOP åëá÷é-
óôïðïßçóçò.

• Óôï óôÜäéï ôçò óýíèåóçò, óå êÜèå êüìâï ôïõ äÝíôñïõ ãåííÞôñéá, áíÜëïãá ìå
ôï ðüóåò áðü ôéò õðïóõíáñôÞóåéò åßíáé óôáèåñÝò êáé ßóåò ìå 0 Þ 1 Ý÷ïõìå ôéò
ðáñáêÜôù ðåñéðôþóåéò:

{ Áí êáìéÜ õðïóõíÜñôçóç äåí åßíáé ìçäÝí Þ Ýíá, ôüôå ïé åêöñÜóåéò ãéá ôç
óõíÜñôçóç ðáñÜãïíôáé áðü ôá áíáðôýãìáôá Shannon, Davio êáé åêåßíá
ôïõ ÈåùñÞìáôïò 3 óõã÷ùíåýïíôáò ôïõò êïéíïýò êáé ôïõò áíôßèåôïõò üñïõò
(Èåþñçìá 5). Ïé åêöñÜóåéò ðïõ äéáôçñïýíôáé åßíáé áõôÝò ìå ôï ìéêñüôåñï
áñéèìü üñùí êáé åêåßíåò ðïõ åðáëçèåýïõí ôç óõíÜñôçóç.

{ Áí ìßá áêñéâþò õðïóõíÜñôçóç åßíáé óôáèåñÞ (0 Þ 1) ôüôå ïé åêöñÜóåéò
ãéá ôç óõíÜñôçóç ðáñÜãïíôáé áðü ôïõò ðáñáêÜôù ôýðïõò (ôñïðïðïéçìÝíá
áíáðôýãìáôá):
∗ ÅÜí f0 = 0 ôüôå:

· f = xnf1

· f = xnf2

· f = f1 ⊕ xnf2

· f = (xn + f2)⊕ (xn ⊕ f1)
· f = (xn + f2)⊕ f1

· f = xnf2 ⊕ (xn ⊕ f1)
∗ ÅÜí f1 = 0 ôüôå:

· f = xnf0

· f = xnf2
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· f = f0 ⊕ xnf2

· f = xnf2 ⊕ (xn ⊕ f0)
· f = (xn + f2)⊕ f0

· f = (xn + f2)⊕ (xn ⊕ f0)
∗ ÅÜí f2 = 0 ôüôå:

· f = f0

· f = f1

· f = xnf0 ⊕ xnf1

· f = (xn + f0)⊕ xnf1

· f = (xn + f0)⊕ (xn + f1)
· f = xnf0 ⊕ (xn + f1)

∗ ÅÜí f0 = 1 ôüôå:
· f = xn + f1

· f = xn + f2

· f = xf2 ⊕ f1

· f = (xn + f2)⊕ (xn ⊕ f1)
· f = (xn + f2)⊕ f1

· f = xnf2 ⊕ (xn ⊕ f1)
∗ ÅÜí f1 = 1 ôüôå:

· f = xn + f0

· f = xn + f2

· f = xnf2 ⊕ f0

· f = xnf2 ⊕ (xn ⊕ f0)
· f = (xn + f2)⊕ f0

· f = (xn + f2)⊕ (xn ⊕ f0)
∗ ÅÜí f2 = 1 ôüôå:

· f = xn ⊕ f0, f = xn ⊕ f1

· f = xnf0 ⊕ xnf1

· f = (xn + f0)⊕ xnf1

· f = (xn + f0)⊕ (xn + f1)
· f = xnf0 ⊕ (xn + f1)

Ïé åêöñÜóåéò ðïõ äéáôçñïýíôáé åßíáé áõôÝò ìå ôï ìéêñüôåñï áñéèìü üñùí
êáé åêåßíåò ðïõ åðáëçèåýïõí ôç óõíÜñôçóç.

{ Áí äýï áêñéâþò õðïóõíáñôÞóåéò åßíáé ìçäÝí Þ Ýíá ôüôå ïé åêöñÜóåéò ãéá
ôç óõíÜñôçóç ðáñÜãïíôáé áðü ôïõò ðáñáêÜôù ôýðïõò (ôñïðïðïéçìÝíá á-
íáðôýãìáôá):
∗ ÅÜí f0 = 0, f2 = 0 ôüôå: f = f1, f = xnf1.
∗ ÅÜí f1 = 0, f2 = 0 ôüôå: f = f0, f = xnf0.
∗ ÅÜí f0 = 1, f2 = 1 ôüôå: f = xn + f1, f = xn ⊕ f1.
∗ ÅÜí f1 = 1, f2 = 1 ôüôå: f = xn + f0, f = xn ⊕ f0.
∗ ÅÜí f0 = 0, f2 = 1 ôüôå: f = xnf1, f = xn ⊕ f1.
∗ ÅÜí f0 = 1, f2 = 0 ôüôå: f = xn + f1, f = f1.
∗ ÅÜí f1 = 0, f2 = 1 ôüôå: f = xnf0, f = xn ⊕ f0.
∗ ÅÜí f1 = 1, f2 = 0 ôüôå: f = xn + f0, f = f0.
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Ïé åêöñÜóåéò ðïõ äéáôçñïýíôáé åßíáé áõôÝò ìå ôï ìéêñüôåñï áñéèìü üñùí
êáé åêåßíåò ðïõ åðáëçèåýïõí ôç óõíÜñôçóç.

{ Óå ðåñßðôùóç ðïõ ìéá õðïóõíÜñôçóç åßíáé óôáèåñÞ 0 êáé Üëëç ìßá åßíáé
óôáèåñÞ 1 ôüôå Ý÷ïõìå ôéò áêüëïõèåò ðåñéðôþóåéò:
∗ ÅÜí f0 = 0, f1 = 1, f2 = 0 ôüôå: f = xn.
∗ ÅÜí f0 = 0, f1 = 1, f2 = 1 ôüôå: f = xn.
∗ ÅÜí f0 = 1, f1 = 0, f2 = 0 ôüôå: f = xn.
∗ ÅÜí f0 = 1, f1 = 0, f2 = 1 ôüôå: f = xn.

Ïé åêöñÜóåéò ðïõ äéáôçñïýíôáé åßíáé áõôÝò ìå ôï ìéêñüôåñï áñéèìü üñùí
êáé åêåßíåò ðïõ åðáëçèåýïõí ôç óõíÜñôçóç.

Ç ðáñáðÜíù ìåèïäïëïãßá õëïðïéåßôáé áðü ôïõò áëãïñßèìïõò ESCT-DC êáé QuickESCT-
DC ðïõ ðáñïõóéÜæïíôáé óôï êåöÜëáéï 6.
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Ðßíáêáò 4.7: ÂÜñç ãéá ôçí ôñßôç ìïñöÞ ôïõ ÈåùñÞìáôïò 7 ãéá w(f) ≤ 7.

Case w(f) w(y) w(z) w(g) w(fi) w(fj)
1 3 1 1 1 2 2
2 4 2 1 1 3 2
3 2 2
4 5 3 1 1 4 2
5 3 2
6 4 1
7 2 2 1 3 3
8 2 3
9 3 2
10 6 4 1 1 5 2
11 4 2
12 5 1
13 3 2 1 4 3
14 3 3
15 4 2
16 2 2 2 4 4
17 4 3
18 4 2
19 3 4
20 2 4
21 3 3
22 7 5 1 1 6 2
23 5 2
24 6 1
25 4 2 1 5 3
26 4 3
27 5 2
28 3 3 1 4 4
29 3 4
30 4 3
31 3 2 2 5 4
32 4 4
33 3 4
34 5 3
35 5 2
36 4 3
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ÊåöÜëáéï 5

ÓõíáñôÞóåéò Ðïëëþí Åîüäùí

Computer Science is no more about
computers than astronomy is about telescopes.

Author: Edsger W. Dijkstra

Óôá ðñïçãïýìåíá êåöÜëáéá ìåëåôÞèçêáí óõíáñôÞóåéò ìïíáäéêÞò åîüäïõ. Óå
ðñáãìáôéêÝò åöáñìïãÝò üìùò, ðïëý óõ÷íÜ áðáíôþíôáé óõíáñôÞóåéò ðïëëþí
åîüäùí. Áõôü óçìáßíåé üôé Ýíá ëïãéêü êýêëùìá, Ý÷ïíôáò n åéóüäïõò, ìðïñåß

íá Ý÷åé êáé ðáñáðÜíù áðü ìßá åîüäïõò (ãåíéêÜ m) ïé ïðïßåò åîáñôþíôáé áðü ôéò
ðáñáðÜíù ìåôáâëçôÝò åéóüäïõ. ÊÜèå ôÝôïéá Ýîïäïò ðåñéãñÜöåôáé áðü ìéá ëïãéêÞ
óõíÜñôçóç ìïíáäéêÞò åîüäïõ, åíþ ïëüêëçñï ôï êýêëùìá ðåñéãñÜöåôáé áðü ìéá ëïãéêÞ
óõíÜñôçóç ðïëëþí (m) åîüäùí.

Ôï ðñüâëçìá ôçò åëá÷éóôïðïßçóçò (ôüóï ôùí åêöñÜóåùí ESOP üóï êáé ôùí
åêöñÜóåùí ESCT) ìéáò ëïãéêÞò óõíÜñôçóçò ðïëëþí åîüäùí (multi-output Boolean
Function) åßíáé åëáöñÜ äéáöïñåôéêü óå ó÷Ýóç ìå ôï ðñüâëçìá ôçò åëá÷éóôïðïßçóçò
ìéáò ëïãéêÞò óõíÜñôçóçò ìïíáäéêÞò åîüäïõ (single-output Boolean Function).

Ìéá ëïãéêÞ óõíÜñôçóç ðïëëþí åîüäùí ìðïñåß íá èåùñçèåß ùò Ýíá óýíïëï ëïãéêþí
óõíáñôÞóåùí ìïíáäéêÞò åîüäïõ. Ìéá åëÜ÷éóôç Ýêöñáóç (ESOP Þ ESCT) ìéáò ëïãéêÞò
óõíÜñôçóçò ðïëëþí åîüäùí ðñÝðåé íá ðåñéÝ÷åé ôïí åëÜ÷éóôï äõíáôü áñéèìü üñùí
ëáìâÜíïíôáò õðüøçí üëåò ôéò åîüäïõò ôáõôü÷ñïíá. Áõôü óçìáßíåé üôé áíÜìåóá óôéò
åêöñÜóåéò ôùí åîüäùí ôçò óõíÜñôçóçò ìðïñïýí íá ìïéñÜæïíôáé üñïé (íá ÷ñçóéìï-
ðïéïýíôáé áðü êïéíïý). Áõôü, ðñïöáíþò, äåí õðïíïåß êáô' áíÜãêç üôé ìéá åëÜ÷éóôç
Ýêöñáóç (ESOP Þ ESCT) ìéáò ëïãéêÞò óõíÜñôçóçò ðïëëþí åîüäùí ðáñÜãåôáé áðü
ôéò åëÜ÷éóôåò åêöñÜóåéò (ESOP Þ ESCT) ôçò êÜèå åîüäïõ îå÷ùñéóôÜ. Ôï ãåãïíüò
áõôü èá öáíåß êáëýôåñá óôï åðüìåíï ðáñÜäåéãìá.

ÐáñÜäåéãìá 51 ¸óôù ìéá ëïãéêÞ óõíÜñôçóç f 5 åéóüäùí, 3 åîüäùí:

f = (f0; f1; f2) =





f0 = x1x2x3x4x5 ⊕ x1x2x3x̄4x̄5

f1 = x1x2x3

f2 = (x̄1 + x̄2 + x̄3 + x̄4 + x̄5)⊕ x̄1x̄2

Ïé ESCT åêöñÜóåéò ôùí ðáñáðÜíù åîüäùí åßíáé åëÜ÷éóôåò ãéá êÜèå Ýîïäï îå-
÷ùñéóôÜ. ÅðïìÝíùò ç ðñþôç Ýîïäïò Ý÷åé ESCT âÜñïò 2, ç äåýôåñç 1 êáé ç ôñßôç 2.
ÓõíïëéêÜ ëïéðüí èá ìðïñïýóáìå íá õðïèÝóïõìå üôé ôï âÜñïò ôçò óõíÜñôçóç ôñéþí
åîüäùí f åßíáé 5. Óôçí ðñáãìáôéêüôçôá üìùò åßíáé 4. Áõôü óõìâáßíåé äéüôé ïé
ðáñáðÜíù Ýîïäïé ìðïñïýí íá ãñáöôïýí üðùò ðáñáêÜôù:
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f = (f0; f1; f2) =





f0 = x1x2x3x4x5 ⊕ x1x2x3x̄4x̄5

f1 = x1x2x3x4x5 ⊕ x1x2x3x̄4x̄5 ⊕ x1x2x3x5

f2 = (x̄1 + x̄2 + x̄3 + x̄4 + x̄5)⊕ x̄1x̄2

Ðáñáôçñïýìå üôé óôéò êáéíïýñãéåò ESCT åêöñÜóåéò ôùí åîüäùí ôçò f õðÜñ÷ïõí
êïéíïß üñïé. Ïé üñïé áõôïß ìðïñïýí íá ìïéñáóôïýí áíÜìåóá óôéò åîüäïõò þóôå
ï óõíïëéêüò áñéèìüò üñùí ðïõ èá áðáéôçèïýí ãéá ôçí õëïðïßçóç ôçò f íá åßíáé
áêüìá ìéêñüôåñïò. ÐñáãìáôéêÜ ï üñïò x1x2x3x4x4 ìïéñÜæåôáé áíÜìåóá êáé óôéò
3 åîüäïõò ïðüôå èá ÷ñçóéìïðïéçèåß ìüíï ìéá öïñÜ åíþ êáé ü üñïò x1x2x3x̄4x̄5

ìïéñÜæåôáé áíÜìåóá óôçí ðñþôç êáé ôç äåýôåñç Ýîïäï. Ç ðéèáíÞ õëïðïßçóç ôçò
f óå êõôôáñéêÞ äïìÞ Maitra óôçí ðñþôç (üôáí ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôéò åëÜ÷éóôåò
åêöñÜóåéò ôùí åîüäùí) êáé ôç äåýôåñç ðåñßðôùóç (üôáí ìïéñÜæïíôáé üñïé) öáßíåôáé
óôçí Åéêüíá 5.1.

Ôï óõìðÝñáóìá ðïõ âãáßíåé áðü ôçí åðüìåíç áíÜëõóç åßíáé üôé ãéá ôéò ESOP
åêöñÜóåéò äéáöïñåôéêÝò Ýîïäïé ìðïñïýí íá ìïéñÜæïíôáé ßäéïõò üñïõò áíÜìåóá óå
ESOP åêöñÜóåéò ôïõò. Ãéá ESCT åêöñÜóåéò üìùò ìðïñïýí íá ìïéñÜæïíôáé êáé
áíôßóôñïöïõò üñïõò.

Åéêüíá 5.1: Õëïðïßçóç ÓõíÜñôçóçò ðïëëþí åîüäùí ìå êáé ÷ùñßò
åðáíá÷ñçóéìïðïßçóç êïéíþí üñùí.

5.1 Öïñìáëéóìüò ãéá ôçí åëá÷éóôïðïßçóç óõíáñôÞóåùí ðïëëþí
åîüäùí

Ïé ìåèïäïëïãßåò åëá÷éóôïðïßçóçò óõíáñôÞóåùí ðïëëþí åîüäùí ðïõ áíáðôý÷èçêáí
óôá ðëáßóéá ôçò óõãêåêñéìÝíçò äéäáêôïñéêÞò äéáôñéâÞò óôçñßæïíôáé óôçí éäÝá ôçò
"÷áñáêôçñéóôéêÞò" óõíÜñôçóçò (characteristic function). Ç áñ÷éêÞ ìáò óõíÜñôçóç
(Ýóôù f : {0; 1}n → {0; 1}m) ðïëëþí åîüäùí ìåôáó÷çìáôßæåôáé óôç ÷áñáêôçñéóôéêÞ
ôçò (Ýóôù g) ðïõ åßíáé ìéá êáéíïýñãéá óõíÜñôçóç n′ > n ìåôáâëçôþí åéóüäïõ êáé
ìïíáäéêÞò åîüäïõ. Óôç óõíÝ÷åéá åëá÷éóôïðïéïýìå ôçí g. Áðü ôéò åëÜ÷éóôåò (Þ ó÷åäüí
åëÜ÷éóôåò) ESOP/ESCT åêöñÜóåéò ôçò ÷áñáêôçñéóôéêÞò óõíÜñôçóçò ìðïñïýìå íá
äçìéïõñãÞóïõìå ôéò åëÜ÷éóôåò (Þ ó÷åäüí åëÜ÷éóôåò) ESOP/ESCT åêöñÜóåéò ôçò f .

Óôç óõíÝ÷åéá ðñïôåßíïõìå äýï äéáöïñåôéêÝò ðñïóåããßóåéò ïé ïðïßåò ÷ñçóéìïðïéïýí
äéáöïñåôéêÝò ÷áñáêôçñéóôéêÝò óõíáñôÞóåéò. Êáé ïé äýï ïäçãïýí óôçí êáôáóêåõÞ
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åëÜ÷éóôùí (Þ ó÷åäüí åëÜ÷éóôùí) ESOP/ESCT åêöñÜóåùí. Ïé ðñïóåããßóåéò áõôÝò
ðåñéãñÜöïõí:

1. Ôïí ôñüðï êáôáóêåõÞò ôçò ÷áñáêôçñéóôéêÞò óõíÜñôçóçò áðü ôç óõíÜñôçóç
åéóüäïõ ðïëëþí åîüäùí.

2. Ôïí êáôÜëëçëï áëãüñéèìï åëá÷éóôïðïßçóçò.

3. Ôïí ôñüðï êáôáóêåõÞò ôùí ëýóåùí ôçò áñ÷éêÞò óõíÜñôçóçò ðïëëþí åîüäùí
áðü ôéò ëýóåéò ôçò ÷áñáêôçñéóôéêÞò.

4. Ôçí êáôÜëëçëç êõôôáñéêÞ áñ÷éôåêôïíéêÞ ãéá ôçí áðåéêüíéóç ôùí ëýóåùí ôçò
÷áñáêôçñéóôéêÞò óõíÜñôçóçò þóôå íá ìðïñïýìå íá ðáñÜãïõìå áõôüìáôá ôéò
ëýóåéò ôçò áñ÷éêÞò óõíÜñôçóçò ðïëëþí åîüäùí.

Óçìåéþíåôáé üôé ïé åðüìåíåò ðñïóåããßóåéò éó÷ýïõí ôüóï ãéá åêöñÜóåéò ESOP üóï
êáé ãéá åêöñÜóåéò ESCT. ÓõãêåêñéìÝíá ãéá ôéò åêöñÜóåéò ESOP ÷ñçóéìïðïéïýìå
êõñßùò ôç äåýôåñç ðñïóÝããéóç áöïý Ý÷åé áðïäåé÷èåß [Óôå06, Sas99] üôé ðáñÜãåé åëÜ-
÷éóôåò MVESOP åêöñÜóåéò.

Óôï ôÝëïò ôïõ êåöáëáßïõ áõôïý ðñïôåßíïõìå êáé ìéá ôñßôç äéáöïñåôéêÞ ðñïóÝããéóç
óôï ðñüâëçìá ôçò åëá÷éóôïðïßçóçò óõíáñôÞóåùí ðïëëþí åîüäùí. Óôçí ðåñßðôùóç
áõôÞ äåí ÷ñçóéìïðïéïýìå ôç ëïãéêÞ ôçò ÷áñáêôçñéóôéêÞò óõíÜñôçóçò áëëÜ ðñïó-
ðáèïýìå íá âñïýìå êïéíÜ ôìÞìáôá (êïéíïýò Þ áíôßóôñïöïõò üñïõò) áíÜìåóá óôéò
åêöñÜóåéò ôùí åîüäùí ôçò óõíÜñôçóçò ðïëëþí åîüäùí.

5.1.1 1ç ÐñïóÝããéóç

¸óôù f(x1; : : : ; xn) = {f0; : : : ; fm−1} ìéá ëïãéêÞ óõíÜñôçóç ðïëëþí åîüäùí (f0; : : : ; fm−1

åßíáé ïé äéáöïñåôéêïß Ýîïäïé ôçò f) êáé n äõáäéêþí ìåôáâëçôþí åéóüäïõ. Ç ÷áñáêôç-
ñéóôéêÞ ôçò óõíÜñôçóç åßíáé ìéá ëïãéêÞ óõíÜñôçóç ìïíáäéêÞò åîüäïõ ìå n+dlog(m)e
äõáäéêÝò ìåôáâëçôÝò åéóüäïõ ðïõ ïñßæåôáé ùò:

g(x1; : : : ; xn; y1; : : : ; ydlog(m)e) = f i; i =
∑j≤dlog(m)−1e

j=0 (yj2j)
Ïé ìåôáâëçôÝò x1; : : : ; xn áðïôåëïýí ôéò ìåôáâëçôÝò åéóüäïõ ôçò áñ÷éêÞò óõíÜñôç-

óçò ðïëëþí åîüäùí f . Ïé ìåôáâëçôÝò y1; : : : ; ydlog(m) áðïôåëïýí åðéðëÝïí ìåôáâëçôÝò
åéóüäïõ ïé ïðïßåò ìáò êáèïñßæïõí ôçí Ýîïäï f i.

Ç ðáñáðÜíù óõíÜñôçóç åßíáé ìéá ôõðéêÞ ëïãéêÞ óõíÜñôçóç ìïíáäéêÞò åîüäïõ ðïõ
åîáñôÜôáé áðü äõáäéêÝò ëïãéêÝò ìåôáâëçôÝò åéóüäïõ. ÊáôÜ óõíÝðåéá ìðïñïýìå íá
÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ãéá ôçí åëá÷éóôïðïßçóÞ ôçò ïðïéáäÞðïôå ìåèïäïëïãßá ðáñáãùãÞò
åëá÷ßóôùí ESCT åêöñÜóåùí ðïõ áíáðôý÷èçêå óôá ðñïçãïýìåíá êåöÜëáéá (ð÷ Èåþ-
ñçìá 9).

Áðü ôéò åëÜ÷éóôåò ESCT åêöñÜóåéò ôçò g ìðïñïýìå ðïëý åýêïëá íá ðáñÜãïõìå
ôéò åëÜ÷éóôåò ESCT åêöñÜóåéò ãéá ôçí êÜèå Ýîïäï ôçò f èÝôïíôáò ôéò ìåôáâëçôÝò
y1; : : : ; ydlog(m)e óôçí áíôßóôïé÷ç ôéìÞ óýìöùíá ìå ôïí ïñéóìü ôçò g.

ÐáñÜäåéãìá 52 ¸óôù ìéá ëïãéêÞ óõíÜñôçóç f(x1; : : : ; x4) = [1234]; [5678]; [1f10],
4 åéóüäùí, 3 åîüäùí (áðåéêïíßæïíôáé ìå ôç âïÞèåéá MT áíáðáñáóôÜóåùí). Ç ÷áñá-
êôçñéóôéêÞ ôçò óõíÜñôçóç Ý÷åé ôçí åðüìåíç MT áíáðáñÜóôáóç: g(x1; : : : ; x4; y1; y2) =
[00001f1056781234]. Ìéá ESCT Ýêöñáóç ôçò ÷áñáêôçñéóôéêÞò óõíÜñôçóçò åßíáé
(óå áíáðáñÜóôáóç cell):

g = (113443)⊕(253333)⊕(266643)⊕(134363)⊕(213663)⊕(232436)⊕(234336).
Ôá äýï ôåëåõôáßá êýôôáñá Maitra ôçò ðáñáðÜíù ëýóçò áíôéóôïé÷ïýí óôéò ìåôáâ-

ëçôÝò y1; y2 ôçò ÷áñáêôçñéóôéêÞò óõíÜñôçóçò (âëÝðå ïñéóìü). Ãéá íá âñïýìå ôçí
ëýóç ãéá ôçí ðñþôç Ýîïäï
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(f0): f0 : y1 = 0; y2 = 0
èÝôïõìå ôéò ðáñáðÜíù ôéìÝò óôá ðñïáíáöåñèÝíôá êýôôáñá Maitra:
(43) = zy0ȳ1 = z • 0 • 1 = 0;
(33) = zȳ0bary1 = z • 1 • 1 = z;
(43) = zy0ȳ1 = z • 0 • 1 = 0;
(63) = zȳ1 = z • 1 = z;
(63) = zȳ1 = z • 1 = z;
(36) = zȳ0 = z • 1 = z;
(63) = zȳ1 = z • 1 = z

(üðïõ z åßíáé ç áñ÷éêÞ åßóïäïò, äçëáäÞ ôï

áðïôÝëåóìá ôïõ üñïõ, ìÝ÷ñé ôá äýï ôåëåõôáßá cells óýìöùíá ìå ôïí Ðßíáêá 2.2).
ÊáôÜ óõíÝðåéá ãéá íá êáôáóêåõÜóïõìå ìéá ESCT Ýêöñáóç ãéá ôçí ðñþôç Ýîïäï
([1234]) ÷ñçóéìïðïéïýìå ôá 4 ðñþôá êýôôáñá Maitra ôùí 2ïõ, 4ïõ, 5ïõ, 6ïõ êáé 7ïõ
óýíèåôïõ üñïõ. Ç ESCT Ýêöñáóç ãéá ôçí [1234] åßíáé: (2533)⊕ (1343)⊕ (2136)⊕
(2324)⊕ (2343).

ÊáôÜ áíôéóôïé÷ßá ìðïñïýìå íá êáôáóêåõÜóïõìå ôéò åêöñÜóåéò êáé ôùí õðïëïßðùí
åîüäùí ôçò áñ÷éêÞò óõíÜñôçóçò.

Ç ðáñáðÜíù ÷áñáêôçñéóôéêÞ óõíÜñôçóç ìðïñåß íá áðåéêïíéóôåß óôçí êõôôáñéêÞ
áñ÷éôåêôïíéêÞ ôçò Åéêüíáò 5.2:
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Åéêüíá 5.2: ÊõôôáñéêÞ äïìÞ ãéá ôçí áðåéêüíéóç ôçò ÷áñáêôçñéóôéêÞò óõíÜñôçóçò (1ç
ðñïóÝããéóç).

Ç ðáñáðÜíù áñ÷éôåêôïíéêÞ Ý÷åé Ýíá ìéêñü ìåéïíÝêôçìá. ÈÝôïíôáò êáôÜëëçëç
ôéìÞ óôéò ìåôáâëçôÝò y1; : : : ; ydlog(m)e ìðïñïýìå íá Ý÷ïõìå ìüíï ìéá Ýîïäï óå êÜðïéá
äåäïìÝíç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ.

Ãéá íá îåðåñÜóïõìå ôïí ðáñáðÜíù ðåñéïñéóìü ìðïñïýìå íá åðåêôåßíïõìå ôçí
ðáñáðÜíù áñ÷éôåêôïíéêÞ óå áõôÞí ôçò Åéêüíáò 5.3.
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Åéêüíá 5.3: ÁíáíåùìÝíç êõôôáñéêÞ äïìÞ ãéá ôçí áðåéêüíéóç ôçò ÷áñáêôçñéóôéêÞò
óõíÜñôçóçò (1ç ðñïóÝããéóç).

Ç êáéíïýñãéá áõôÞ áñ÷éôåêôïíéêÞ äåí ðñïóèÝôåé åðéðëÝïí óôÞëåò. Ìå ôçí êáéíïýñ-
ãéá áñ÷éôåêôïíéêÞ ìðïñïýìå íá ðáñÜãïõìå üëåò ôéò åîüäïõò ôçò óõíÜñôçóçò åéóüäïõ
ôáõôü÷ñïíá.

Ãéá íá êáèïñßóïõìå ôá êýôôáñá Maitra Çij ôçò ðáñáðÜíù áñ÷éôåêôïíéêÞò áñêåß
íá ðáñáôçñÞóïõìå üôé ìðïñïýìå íá ðáñÜãïõìå êÜðïéá óõãêåêñéìÝíç Ýîïäï (Ýîïäïò
j) áðëÜ èÝôïíôáò óõãêåêñéìÝíç ôéìÞ óôéò ìåôáâëçôÝò åéóüäïõ y1; : : : ; ydlog(m)e ôçò
÷áñáêôçñéóôéêÞò óõíÜñôçóçò. Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ ç Ýîïäïò ôçò óôÞëçò Li (Åéêüíá
5.3) èá åßíáé 0; 1;Ki; K̄i. ÊáôÜ óõíÝðåéá Ý÷ïõìå ôïõò ðáñáêÜôù áðëïýò êáíüíåò:

• ÅÜí ç Ýîïäïò Li (óôçí Åéêüíá 5.3) åßíáé ßóç ìå 0 Þ 1 (äçë óôáèåñÞ) ôüôå
ðñïöáíþò ç óôÞëç i äåí ÷ñçóéìïðïéåßôáé ãéá ôç óõãêåêñéìÝíç Ýîïäï. ÊáôÜ
óõíÝðåéá ôßèåôáé: Hij = 6. ÅÜí åðéðëÝïí Li = 1 ôüôå ç Ýîïäïò ôçò ãñáììÞò
j ðñÝðåé íá áíôéóôñáöåß, ïðüôå áëëÜæïõìå ôçí áñ÷éêÞ åßóïäï áðü 0 óå 1 êáé
áíôßóôñïöá.

• ÅÜí ç Ýîïäïò Li (óôçí Åéêüíá 5.3) åßíáé ßóç ìå Ki; K̄i ôüôå Hij = 5, þóôå ç
Ýîïäïò ôçò óôÞëçò áõôÞò íá óõíäõáóôåß ìå áõôÝò ôùí õðïëïßðùí ãéá íá ðáñá÷èåß
ç áíôßóôïé÷ç Ýîïäïò ôçò áñ÷éêÞò ìáò óõíÜñôçóçò ðïëëþí åîüäùí. ÅÜí åðéðëÝïí
Li = K̄i ôüôå ç Ýîïäïò ôçò ãñáììÞò j ðñÝðåé íá áíôéóôñáöåß ïðüôå áëëÜæïõìå
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ôçí áñ÷éêÞ åßóïäï áðü 0 óå 1 êáé áíôßóôñïöá.

Áðü ôçí ðñïçãïýìåíç áíÜëõóç öáßíåôáé üôé äéáöïñåôéêÝò Ýîïäïé ìðïñïýí íá
ìïéñÜæïíôáé ßäéïõò Þ áíôßóôñïöïõò óýíèåôïõò üñïõò áíÜìåóá óå ESCT åêöñÜóåéò
ôïõò.

ÐáñÜäåéãìá 53 ¸óôù ç ëïãéêÞ óõíÜñôçóç f(x1; : : : ; x4) = {f0; f1; f2} = {[12]; [34]; [23]},
3 åéóüäùí, 3 åîüäùí. Ç ÷áñáêôçñéóôéêÞ ôçò óõíÜñôçóç Ý÷åé ôçí åðüìåíç MVMT
áíáðáñÜóôáóç: g = [00342312]. Ìéá åëÜ÷éóôç ESCT Ýêöñáóç ôçò ÷áñáêôçñéóôéêÞò
óõíÜñôçóçò åßíáé: (12334)⊕ (11343)⊕ (62236)⊕ (21563) Ç Ýêöñáóç ãéá ôçí ðñþôç
Ýîïäï (f0 = [12]) èá ðáñá÷èåß èÝôïíôáò (y1; y2) = (0; 0) êáé åßíáé: (622) ⊕ (215).
Áíôßóôïé÷á ãéá ôç äåýôåñç Ýîïäï (f1 = [34]) Ý÷ïõìå ãéá (y1; y2) = (0; 1) êáé
Ýêöñáóç: (123)⊕(622) åíþ ãéá ôçí ôåëåõôáßá Ýîïäï ç Ýêöñáóç åßíáé: (113)⊕(215).

Ç êõôôáñéêÞ áñ÷éôåêôïíéêÞ Maitra ðïõ èá áðåéêïíéóôåß ç ðáñáðÜíù óõíÜñôçóç
ðáñïõóéÜæåôáé óôçí Åéêüíá 5.4.
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Åéêüíá 5.4: Áñ÷éôåêôïíéêÞ ãéá ôç ÷áñáêôçñéóôéêÞ óõíÜñôçóç [00342312] (1ç
ðñïóÝããéóç).

5.1.2 2ç ÐñïóÝããéóç

¸óôù f(x1; : : : ; xn) = {f0; : : : ; fm−1} ìéá ëïãéêÞ óõíÜñôçóç ðïëëþí åîüäùí (f0; : : : ; fm−1

åßíáé ïé Ýîïäïé ôçò óõíÜñôçóçò). Ç ÷áñáêôçñéóôéêÞ ôçò óõíÜñôçóç g åßíáé ìïíáäéêÞò
åîüäïõ êáé åîáñôÜôáé áðü n + 1 ìåôáâëçôÝò åéóüäïõ åê ôùí ïðïßùí ç ìßá åßíáé
ðïëý-ôéìç. Ïé õðüëïéðåò ìåôáâëçôÝò åßíáé äõáäéêÝò êáé áðïôåëïýí ôéò ìåôáâëçôÝò
åéóüäïõ ôçò áñ÷éêÞò óõíÜñôçóçò f . Ç áíáðáñÜóôáóç MVMT ôçò ÷áñáêôçñéóôéêÞò
óõíÜñôçóçò äçìéïõñãåßôáé óýìöùíá ìå ôïí Ïñéóìü 12 áðü ôéò áíáðáñáóôÜóåéò MT
ôùí åîüäùí ôçò óõíÜñôçóçò f .

Ãéá ôçí åëá÷éóôïðïßçóç ìéáò óõíÜñôçóçò üðùò ç g ìðïñåß, åýêïëá, íá åðåêôáèåß
ïðïéáäÞðïôå ìåèïäïëïãßá ðáñáãùãÞò åëá÷ßóôùí ESCT åêöñÜóåùí ðïõ áíáðôý÷èçêå
óôá ðñïçãïýìåíá êåöÜëáéá (ð÷ Èåþñçìá 8).Ç åðÝêôáóç áõôÞ ðñÝðåé íá ëáìâÜíåé
õðüøç ôçò üôé ç áðïóýíèåóç ðñÝðåé íá óôáìáôÜ óôï åðßðåäï ôçò ðïëý-ôéìçò ìåôáâëçôÞò
ìéáò êáé Ýíá literal ðïëý-ôéìçò ìåôáâëçôÞò èåùñåßôáé üôé Ý÷åé ðÜíôá âÜñïò 1. Ïé
åêöñÜóåéò ðïõ ðáñÜãïíôáé ãéá ôçí ÷áñáêôçñéóôéêÞ óõíÜñôçóç áðïôåëïýíôáé áðü mv-
terms (äåäïìÝíçò ôçò ðïëý-ôéìçò ìåôáâëçôÞò). Ãéá êÜèå ôÝôïéï mv-term ôï ôìÞìá ôïõ
ðïõ áðïôåëåß ôï 2v-term ÷ñçóéìïðïéåßôáé ãéá ôçí ðáñáãùãÞ ôùí åîüäùí ôçò áñ÷éêÞò
ìáò óõíÜñôçóçò. Ç áñ÷éêÞ óôáèåñÞ åßóïäïò ôïõ êÜèå 2v-term äéáöÝñåé áíÜëïãá ìå
ôï bit ðïõ áíôéóôïé÷åß óôç óõãêåêñéìÝíç Ýîïäï óôï mv-var. Ìå Üëëá ëüãéá ãéá ôçí
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ðáñáãùãÞ ôçò êÜèå åîüäïõ ÷ñçóéìïðïéïýíôáé üëá ôá 2v-terms áëëÜ ç áñ÷éêÞ ôïõò
åßóïäïò äéáöÝñåé. Ç ðáñáðÜíù äéáäéêáóßá èá áðïóáöçíéóôåß óôï åðüìåíï ðáñÜäåéãìá.

ÐáñÜäåéãìá 54 ¸óôù ç ëïãéêÞ óõíÜñôçóç f = (x1; : : : ; x4) = {f0; f1; f2} =
{[12]; [34]; [23]}, 3 åéóüäùí, 3 åîüäùí. Ç ÷áñáêôçñéóôéêÞ ôçò óõíÜñôçóç Ý÷åé ôçí
åðüìåíç MVMT áíáðáñÜóôáóç: g = [00360251]. Ìéá åëÜ÷éóôç ëýóç ôçò, óå
áíáðáñÜóôáóç cell ãéá mv-terms, åßíáé: ({3}436)⊕ ({6}336)⊕ ({2}343)⊕ ({6}233).
To ðñþôï mv-term Ý÷åé 2v-term: (436) = yx1x̄2 (y åßíáé ç áñ÷éêÞ åßóïäïò ôïõ
óýíèåôïõ üñïõ) êáé mv-var 3. ¸ôóé ëïéðüí ï üñïò (436) èá ÷ñçóéìïðïéçèåß ãéá ôç
äçìéïõñãßá üëùí ôùí åîüäùí, üìùò ç áñ÷éêÞ åßóïäïò (y) èá åßíáé, óå êÜèå ðåñßðôùóç,
äéáöïñåôéêÞ. Ãéá ôéò åîüäïõò f0; f1 ç áñ÷éêÞ åßóïäïò ôïõ ðáñáðÜíù üñïõ åßíáé 1
(ãéáôß ôá bits 0; 1 ôçò mv-var 3 åßíáé 1). Ãéá ôçí Ýîïäï f2 ç áñ÷éêÞ åßóïäïò ôïõ
ðáñáðÜíù üñïõ åßíáé 0 (ãéáôß ôï bit 2 ôçò mv-var 3 åßíáé 0). Åñìçíåýïíôáò êáé ôá
õðüëïéðá mv-terms ìå ôïí ßäéï ôñüðï Ý÷ïõìå ôá ðáñáêÜôù áðïôåëÝóìáôá:

• f0 : (436) ìå áñ÷éêÞ åßóïäï 1, (336) ìå áñ÷éêÞ åßóïäï 0, (343) ìå áñ÷éêÞ
åßóïäï 0, (233) ìå áñ÷éêÞ åßóïäï 0.

• f1 : (436) ìå áñ÷éêÞ åßóïäï 1, (336) ìå áñ÷éêÞ åßóïäï 1, (343) ìå áñ÷éêÞ
åßóïäï 1, (233) ìå áñ÷éêÞ åßóïäï 1.

• f2 : (436) ìå áñ÷éêÞ åßóïäï 0, (336) ìå áñ÷éêÞ åßóïäï 1, (343) ìå áñ÷éêÞ
åßóïäï 0, (233) ìå áñ÷éêÞ åßóïäï 1.

Ç ðáñáðÜíù ÷áñáêôçñéóôéêÞ áðåéêïíßæåôáé óôçí áñ÷éôåêôïíéêÞ ôçò Åéêüíáò 5.5.
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Åéêüíá 5.5: ÊõôôáñéêÞ äïìÞ ãéá ôçí áðåéêüíéóç ôçò ÷áñáêôçñéóôéêÞò óõíÜñôçóçò (2ç
ðñïóÝããéóç).

Ôï ìåéïíÝêôçìá ôçò ðáñáðÜíù ðñïóÝããéóçò åßíáé üôé äåí ìðïñïýìå íá ðáñÜãïõìå
ôáõôü÷ñïíá ðÜíù áðü ìéá Ýîïäï ôçò áñ÷éêÞò óõíÜñôçóçò åéóüäïõ.
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5.1.3 3ç ðñïóÝããéóç

Ç ðñïóÝããéóç áõôÞ äåí óôçñßæåôáé óôç ëïãéêÞ ôçò ÷áñáêôçñéóôéêÞò óõíÜñôçóçò.
¸óôù äýï Ýîïäïé f i; f j ôçò óõíÜñôçóçò åéóüäïõ ðïëëþí åîüäùí f . ¸óôù åðßóçò üôé
Ý÷ïõìå ESOP/ESCT åêöñÜóåéò (åëÜ÷éóôåò Þ ìç) Qi = Pi1 ⊕ : : : ⊕ Pin; Qj = Pj1 ⊕
: : :⊕Pjm ôùí åîüäùí f i; f j áíôßóôïé÷á. ×ùñßò âëÜâç ôçò ãåíéêüôçôáò, åðéëÝãïõìå l
üñïõò (Pi1; : : : ; Pil) áðü ôç Qi êáé m üñïõò (Pj1; : : : ; Pjm) áðü ôç Qj ìå l ≥ m. ¸óôù
üôé éó÷ýåé: Pi1⊕ : : :⊕Pil⊕Pj1⊕ : : :⊕Pjm = K1⊕ : : :⊕Kr ìå l > r. Ôüôå óôç ôåëéêÞ
Ýêöñáóç ôçò f ìðïñïýìå íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ìüíï ôïõò üñïõò Pj1; : : : ; Pjm êáé ôïõò
K1; : : : ;Kr, áöïý ïé üñïé Pi1; : : : ; Pil ðáñÜãïíôáé ùò ôï Üèñïéóìá "áðïêëåéóôéêïý Þ"
ôùí ðñïáíáöåñèÝíôùí üñùí. Ç ôåëéêÞ Ýêöñáóç ôçò f óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ Ý÷åé m+r
üñïõò åíþ ç áñ÷éêÞ èá åß÷å l+m üñïõò. ¢ñá ç êáéíïýñãéá Ýêöñáóç Ý÷åé ëéãüôåñïõò
üñïõò êáé Üñá åðéôõã÷Üíåôáé åëá÷éóôïðïßçóç.

ÔåëéêÜ óôçí ðñïóÝããéóç áõôÞ áíáæçôïýíôáé æåýãç åêöñÜóåùí äéáöïñåôéêþí å-
îüäùí ôçò óõíÜñôçóçò åéóüäïõ. Áðü êÜèå Ýêöñáóç ôïõ æåýãïõò åðéëÝãåôáé óõã-
êåêñéìÝíïò áñéèìüò üñùí êáé ïé üñïé áõôïß åëá÷éóôïðïéïýíôáé (÷ñçóéìïðïéþíôáò
ïðïéïäÞðïôå áëãüñéèìï åëá÷éóôïðïßçóçò ìïíáäéêÞò åîüäïõ). Áí éó÷ýåé ç óõíèÞêç
ðïõ ðåñéãñÜöçêå ðñïçãïõìÝíùò, ôüôå åðÞëèå åëá÷éóôïðïßçóç êáé ôï ìÝãåèïò ôçò
Ýêöñáóçò ôçò óõíÜñôçóçò ðïëëþí åîüäùí ìåéþèçêå.

Ç ðñïóÝããéóç áõôÞ ÷ñçóéìïðïéÞèçêå ìå ôçí ðåéñáìáôéêÞ õëïðïßçóç ôùí áëãïñßè-
ìùí ðïõ ðåñéãñÜöïíôáé óôçí Åíüôçôá 4.6 êáé ôïí áíôßóôïé÷ï áëãüñéèìï Min2 ðïõ
÷ñçóéìïðïéåß ôïõò áëãüñéèìïõò áõôïýò ùò äéáäéêáóßá åëá÷éóôïðïßçóçò.
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ÊåöÜëáéï 6

ÕëïðïéÞóåéò êáé ÐåéñáìáôéêÜ
ÁðïôåëÝóìáôá

First learn computer science and all the
theory. Next develop a programming style.

Then forget all that and just hack.
Author: George Carrette

Óôçí åíüôçôá áõôÞ ðáñïõóéÜæïíôáé ïé áëãüñéèìïé ðïõ õëïðïéÞèçêáí óôá ðëáßóéá
ôçò óõãêåêñéìÝíçò äéäáêôïñéêÞò äéáôñéâÞò. ÅðéðëÝïí äßíïíôáé êáé ðåéñáìáôéêÜ
áðïôåëÝóìáôá åêôÝëåóçò ôïõò. Ïé áëãüñéèìïé áõôïß óõãêñßíïíôáé (üðïõ áõôü

åßíáé äõíáôüí) êáé ìå Üëëïõò ðïõ Ý÷ïõí áíáðôõ÷èåß ãéá åëá÷éóôïðïßçóç åêöñÜóåùí
ESCT êáé ESOP. Ôá áðïôåëÝóìáôá áõôÜ êáôáäåéêíýïõí ôçí áíùôåñüôçôá ôùí áëãï-
ñßèìùí áõôþí óå ó÷Ýóç ìå ôïõò Þäç õðÜñ÷ïíôåò óôç ó÷åôéêÞ äéåèíÞ âéâëéïãñáößá.

Ïé áëãüñéèìïé ðïõ ðáñïõóéÜæïíôáé, óôá ðëáßóéá ôçò óõãêåêñéìÝíçò äéáôñéâÞò, ãéá
åêöñÜóåéò ESOP ðëÞñùò ïñéóìÝíùí ëïãéêþí óõíáñôÞóåùí ðïëëþí åîüäùí åßíáé ïé
Find Exact êáé QuiXOR. Ï áëãüñéèìïò Find Exact åßíáé áêñéâÞò ãéá óõíáñôÞóåéò
ìå âÜñïò ôï ðïëý 7. Á áëãüñéèìïò QuiXOR åßíáé åõñéóôéêüò. Ãéá áôåëþò ïñéóìÝíåò
ëïãéêÝò óõíáñôÞóåùí ðïëëþí åîüäùí ðáñïõóéÜæïíôáé ïé áëãüñéèìïé DCMIN êáé
QuickDCMin. Êáé ïé äýï ôåëåõôáßïé åßíáé åõñéóôéêïß áëãüñéèìïé.

Óôç óõíÝ÷åéá ðáñïõóéÜæïíôáé ïé áëãüñéèìïé ðïõ áöïñïýí äçìéïõñãßá åêöñÜóåùí
ESCT. ÊÜðïéïé áðü ôïõò áëãïñßèìïõò áõôïýò åßíáé áêñéâåßò, äçëáäÞ ðáñÜãïõí åëÜ-
÷éóôåò ESCT åêöñÜóåéò ãéá óõíáñôÞóåéò ìå ðåñéïñéóìü óôï âÜñïò Þ óôïí áñéèìü ôùí
åéóüäùí ôïõò. Ïé áëãüñéèìïé áõôïß åßíáé ïé Min1, EMin1, XMin5, XMin6.

Óå ðñáêôéêü åðßðåäï, üìùò, ïé óõíáñôÞóåéò ðïõ óõíáíôþíôáé Ý÷ïõí ðåñéóóüôåñåò
áðü 6 ìåôáâëçôÝò åéóüäïõ (ãéá óõíáñôÞóåéò ìå ëéãüôåñåò áðü 7 ìåôáâëçôÝò åéóüäïõ
ìðïñïýìå íá âñïýìå åëÜ÷éóôåò ESCT åêöñÜóåéò ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôï Ðüñéóìá 9) Þ
âÜñïò ìåãáëýôåñï ôïõ 7 (ãéá óõíáñôÞóåéò ìå âÜñïò ìéêñüôåñï ôïõ 8 ìðïñïýìå íá
âñïýìå åëÜ÷éóôåò åêöñÜóåéò ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôï Èåþñçìá 13). Óôéò ðåñéðôþóåéò
áõôÝò ÷ñåéáæüìáóôå åõñéóôéêÝò ìåèïäïëïãßåò êáé áëãïñßèìïõò ïé ïðïßåò ìðïñïýí íá
ðáñÜãïõí ó÷åäüí åëÜ÷éóôåò ESCT åêöñÜóåéò, Ý÷ïíôáò ìéêñüôåñïõò ðåñéïñéóìïýò óå
ó÷Ýóç ìå ôéò áíôßóôïé÷åò áêñéâåßò.

Ïé õðüëïéðïé (Min2, VRORDER, EW7MIN, MIN2-EW7MIN, QuickESCT-DC)
åßíáé åõñéóôéêïß, äçëáäÞ åíôïðßæïõí ó÷åäüí åëÜ÷éóôåò ëýóåéò áëëÜ áðáéôïýí ìéêñüôåñï
÷ñüíï åêôÝëåóçò óå ó÷Ýóç ìå ôïõò áíôßóôïé÷ïõò áêñéâåßò. ÐñÝðåé åðßóçò íá óçìåéùèåß
üôé ïé ðåñéóóüôåñïé áðü ôïõò áêñéâåßò áëãïñßèìïõò Ý÷ïõí åðåêôáèåß þóôå íá åßíáé
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Åíüôçôá 6.1. ÁËÃÏÑÉÈÌÏÓ QUIXOR

åõñéóôéêïß üôáí ç åßóïäïò îåöåýãåé áðü ôéò óõíèÞêåò êáôÜ ôéò ïðïßåò áõôïß ìðïñïýí
íá åíôïðßóïõí áêñéâåßò ëýóåéò. Ìéá åðéðëÝïí óçìåßùóç ãéá ôïí Min2. Ï áëãüñéèìïò
áõôüò, üðùò èá ðåñéãñáöåß êáé óôç óõíÝ÷åéá, åßíáé åðáíáëçðôéêüò. ÏõóéáóôéêÜ
"ôåìá÷ßæåé" ìéá óõíÜñôçóç óå ìéêñüôåñá ôìÞìáôá (óýíïëá áðü üñïõò) êáé åöáñìüæåé
óå áõôÜ êÜðïéïí Üëëï áëãüñéèìï åëá÷éóôïðïßçóçò ãéá íá åëá÷éóôïðïéÞóåé ôï ôìÞìá
êáé êáôÜ óõíÝðåéá êáé ôç óõíÜñôçóç åéóüäïõ. Ïé áëãüñéèìïé ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýíôáé
åßíáé ïé Min1 êáé EW7MIN. ÄçìéïõñãÞèçêå êáé ìßá Ýêäïóç ôïõ Min2 ðïõ åëá÷éóôï-
ðïéåß ôá ðáñáðÜíù ôìÞìáôá (åðéëÝãïíôáò ôï ðïëý 4 üñïõò ùò ôìÞìá) ÷ñçóéìïðïéþíôáò
ôç èåùñßá ôùí êáíüíùí óõã÷þíåõóçò (Åíüôçôá 4.6) áëëÜ áêüìá ðáñáìÝíåé óå ðåéñá-
ìáôéêü óôÜäéï.

Ï øåõäïêþäéêáò ôùí ðáñáðÜíù áëãïñßèìùí ESCT åëá÷éóôïðïßçóçò (áöïý áõôïß
åßíáé ï êýñéïò óôü÷ïò ôçò äéáôñéâÞò) äßíåôáé óôï ðáñÜñôçìá.

6.1 Áëãüñéèìïò QuiXOR

Ï áëãüñéèìïò Find Exact õëïðïéåß ôç ìåèïäïëïãßá ðïõ ðáñïõóéÜæåôáé óôá ÈåùñÞìáôá
1, 2 ãéá ôçí ðáñáãùãÞ åëÜ÷éóôùí ESOP åêöñÜóåùí ãéá ëïãéêÝò óõíáñôÞóåéò ðïëëþí
åîüäùí ìå âÜñïò ìéêñüôåñï ôïõ 8. Ï áëãüñéèìïò áõôüò ÷ñçóéìïðïéåßôáé áðü ôïí
QuiXOR ðïõ ðáñïõóéÜæåôáé óôç óõíÝ÷åéá.

Ï áëãüñéèìïò QuiXOR åßíáé åðáíáëçðôéêüò. Îåêéíþíôáò áðü êÜðïéï áñ÷éêü
êÜëõììá üñùí, o QuiXOR ÷ñçóéìïðïéåß ôï Find Exact ùò áëãüñéèìï ìåôáó÷çìá-
ôéóìïý êáé ìåßùóçò üñùí. Ðéï óõãêåêñéìÝíá óå êÜèå âÞìá ôïõ QuickDCMIN,
åðéëÝãïíôáé ôï ðïëý 7 üñïé (óõíÞèùò 5) ïé ïðïßïé ôñïöïäïôïýíôáé óôïí Find Exact. O
áëãüñéèìïò Find Exact ôïõò åëá÷éóôïðïéåß êáé ôï áðïôÝëåóìá ôïðïèåôåßôáé êáé ðÜëé
óôï áñ÷éêü êÜëõììá. ÐáñÜëëçëá ìå ôïõò ðáñáðÜíù ìåôáó÷çìáôéóìïýò ðñáãìáôï-
ðïéåßôáé êáé äéáäéêáóßá áíüðôçóçò (annealing) ãéá ôçí áðïöõãÞ ôïðéêþí áêñïôÜôùí.

Óôïí Ðßíáêá 6.1. ðáñïõóéÜæïíôáé áðïôåëÝóìáôá åêôÝëåóçò ôïõ áëãïñßèìïõ QuiXOR
ãéá ãéá äéåèíåßò óõíáñôÞóåéò-ìåôñïðñïãñÜììáôá (MCNC Benchmark Functions)[Sae91].
Ï ðáñáðÜíù áëãüñéèìïò óõãêñßíåôáé ìå ôïõò Å×ÌÉÍ2 [Sas93], MINT [KDS95]
êáé Exorcism-4 [MP01]. Ïé áëãüñéèìïé áõôïß áðïôåëïýí ôçí ôïõò êáëýôåñïõò óôç
âéâëéïãñáößá ãéá ESOP åëá÷éóôïðïßçóç ëïãéêþí óõíáñôÞóåùí.

Áðü ôïí ðñïçãïýìåíï ðßíáêá ðáñáôçñïýìå üôé ï áëãüñéèìïò QuiXOR åßíáé, óôç
÷åéñüôåñç ðåñßðôùóç, ôï ßäéï êáëüò ìå ôïõò õðüëïéðïõò áëãïñßèìïõò ôçò äéåèíïýò
âéâëéïãñáößáò. Óå áñêåôÝò ðåñéðôþóåéò åßíáé êáëýôåñïò (üðùò ð÷ óôç óõíÜñôçóç
ex5p).

6.2 Áëãüñéèìïò QuickDCMIN

Ï áëãüñéèìïò DCMIN õëïðïéåß ôç ìåèïäïëïãßá ðïõ ðáñïõóéÜóôçêå óôçí åíüôçôá
3.2.1 ãéá ôçí ðáñáãùãÞ (ó÷åäüí) åëá÷ßóôùí ESOP åêöñÜóåùí ãéá áôåëþò ïñéóìÝíåò
ëïãéêÝò óõíáñôÞóåéò. Ï áëãüñéèìïò áõôüò ÷ñçóéìïðïéÞèçêå ãéá ôçí õëïðïßçóç ôïõ
QuickDCMIN ðïõ åßíáé ðïëý ðéï áðïôåëåóìáôéêüò.

Ï áëãüñéèìïò QuickDCMIN åßíáé åðáíáëçðôéêüò. Îåêéíþíôáò áðü êÜðïéï áñ÷éêü
êÜëõììá üñùí, óôç óõãêåêñéìÝíç ðåñßðôùóç áðü áõôü ðïõ ðáñÜãåé ï Exorcism-4
[MP01], o QuickDCMIN ÷ñçóéìïðïéåß ôï DCMIN ùò áëãüñéèìï ìåôáó÷çìáôéóìïý
êáé ìåßùóçò üñùí. Ðéï óõãêåêñéìÝíá óå êÜèå âÞìá ôïõ QuickDCMIN, åðéëÝãïíôáé
üëïé ïé üñïé ôçò óõíÜñôçóçò ðïõ áíÞêïõí óôï dc set ìáæß ìå êÜðïéïõò ðïõ áíÞêïõí
óôï on set. Ç óõíÜñôçóç ðïõ äçìéïõñãåßôáé åëá÷éóôïðïéåßôáé ìå ôïí DCMIN (óå êÜèå
óôÜäéï ôçò óýíèåóçò êñáôÜìå ìüíï ìéá Ýêöñáóç) êáé ôï áðïôÝëåóìá ôïðïèåôåßôáé êáé
ðÜëé óôï áñ÷éêü êÜëõììá.
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Åíüôçôá 6.3. ÁËÃÏÑÉÈÌÏÉ MIN1, MIN2, EMIN1

Ðßíáêáò 6.1: ÁðïôåëÝóìáôá åêôÝëåóçò QuiXor óå ó÷Ýóç ìå MINT, EXMIN2,
Exorcsism-4.

ÓõíÜñ- Áñéèìüò üñùí Áñéèìüò literals
ôçóç EXMin2 MINT Exorcism4 QuiXOR EXMin2 MINT Exorcism4 QuiXOR
5xp1 34 32 31 31 186 181 115 113
9sym 53 51 52 51 433 427 380 374
bw 22 22 7 65
clip 68 64 64 62 517 492 368 358
con1 9 9 28 28
ex5p 71 62 366 364
inc 26 26 120 119

misex1 12 12 48 46
rd53 15 15 14 14 60 69 39 39
rd73 42 36 35 35 221 194 133 133
rd84 59 5 58 54 330 303 257 240
sao2 29 27 28 27 308 311 230 224
sqrt 17 17 62 61
xor5 18 18 49 50

Óôïí Ðßíáêá 6.2 ðáñïõóéÜæïíôáé ðïéïôéêÜ áðïôåëÝóìáôá åêôÝëåóçò ôïõ áëãïñßèìïõ
QuickDCMIN ãéá äéåèíåßò óõíáñôÞóåéò-ìåôñïðñïãñÜììáôá (MCNC Benchmark Func-
tions). Ï ðáñáðÜíù áëãüñéèìïò óõãêñßíåôáé ìå ôïõò MINT [] êáé Exorcism-MV2 [].
Ïé ðáñáðÜíù áëãüñéèìïé áðïôåëïýí äýï áðü ôïõò ðéï ãíùóôïýò êáé ðéï áðïäïôéêïýò
áëãïñßèìïõò ãéá ôçí ESOP åëá÷éóôïðïßçóç áôåëþò ïñéóìÝíùí ëïãéêþí óõíáñôÞóåùí.
Ï áñéèìüò ôùí åðáíáëÞøåùí ãéá ôïí QuickDCMIN åßíáé áðü 100 Ýùò 100.000.

Ðáñáôçñåßôáé üôé ôá áðïôåëÝóìáôá ôïõ QuickDCMIN åßíáé óáöþò áíþôåñá (ðïé-
ïôéêÜ) áðü ôá áíôßóôïé÷á ôçò äéåèíïýò âéâëéïãñáößáò.

6.3 Áëãüñéèìïé Min1, Min2, EMin1

Ï áëãüñéèìïò Min1 âáóßæåôáé áðåõèåßáò óôï Èåþñçìá 8 êáé åëá÷éóôïðïéåß ëïãéêÝò
óõíáñôÞóåéò, áíáäñïìéêÜ, óõã÷ùíåýïíôáò êïéíïýò üñïõò áíÜìåóá óôéò åëÜ÷éóôåò
åêöñÜóåéò ôùí õðïóõíáñôÞóåþí ôïõò. Áñ÷éêÜ äçìéïõñãåß ôï äÝíôñï-ãåííÞôñéá ôçò
ëïãéêÞò óõíÜñôçóçò (Þ áëëéþò ETDD - EXOR Ternary Decision Diagram). ÊÜèå
óõíÜñôçóç êáé õðïóõíÜñôçóç áðïóõíôßèåôáé ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôá áíáðôýãìáôá Shan-
non, èåôéêü Davio êáé áñíçôéêü Davio (ôá áíáðôýãìáôá ôïõ èåùñÞìáôïò 3 åîïìïéþ-
íïíôáé ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôéò m-éóïäýíáìåò åêöñÜóåéò). ÊáôÜ ôç óýíèåóç åêöñÜóåùí
ãéá ìéá óõíÜñôçóç áðü áõôÝò ôùí õðïóõíáñôÞóåùí êïéíïß üñïé óõã÷ùíåýïíôáé êáé
äéáôçñïýíôáé åêåßíåò ðïõ Ý÷ïõí ôïí åëÜ÷éóôï áñéèìü üñùí. Ï óõãêåêñéìÝíïò áëãüñéè-
ìïò ìðïñåß íá åíôïðßóåé åëÜ÷éóôåò åêöñÜóåéò ãéá óõíáñôÞóåéò ôùí ðïëý 5 ìåôáâëçôþí
Þ ìå âÜñïò ìéêñüôåñï ôïõ 5. Óå äéáöïñåôéêÝò ðåñéðôþóåéò ëåéôïõñãåß åõñéóôéêÜ.
Ç óõãêåêñéìÝíç õëïðïßçóç ìðïñåß íá ðáñáìåôñïðïéçèåß ùò ðñïò ôçí ðïéüôçôá ôïõ
áðïôåëÝóìáôïò êáé ôçí ôá÷ýôçôá ôçò åêôÝëåóçò ìå ôïõò ðáñáêÜôù ôñüðïõò:

• Áí èá ãßíåôáé óõã÷þíåõóç êïéíþí üñùí Þ êáé óõìðëçñùìáôéêþí.

• Áí èá åëÝã÷ïíôáé üëåò ïé åêöñÜóåéò ôùí õðïóõíáñôÞóåùí Þ èá õðÜñ÷åé êÜðïéï
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Åíüôçôá 6.3. ÁËÃÏÑÉÈÌÏÉ MIN1, MIN2, EMIN1

Ðßíáêáò 6.2: AðïôåëÝóìáôá åêôÝëåóçò QuickDCMIN ãéá MCNC functions.
ÌÉÍÔ XCSM-MV2 Init Cover QuickDCMIN time (s)

Alu2 47 - 70 40 1873.22
Alu3 41 - 47 39 23.96
Dk17 30 - 31 24 1.15
Dk27 14 - 14 11 0.01
Apla 44 - 46 36 2.87

Exp 59 - 66 47 590.01
Bench - 24 29 22 1.56
Fout - 48 65 52 0.02
P1 - 53 62 44 100.6
P3 - 39 40 29 14.30

Üíù üñéï. ÈÝôïíôáò Ýíá Üíù üñéï ìåéþíïõìå ðéèáíþò ôçí ðïéüôçôá ôïõ áðïôå-
ëÝóìáôïò áëëÜ áõîÜíïõìå ôçí ôá÷ýôçôá åêôÝëåóçò.

• Áí èá äçìéïõñãïýìå Þ ü÷é m-éóïäýíáìåò åêöñÜóåéò.

Ï áëãüñéèìïò Min2 âáóßæåôáé óôïí ðñïçãïýìåíï êáé ôïí ÷ñçóéìïðïéåß ùò Ýíáí
áëãüñéèìï ìåôáó÷çìáôéóìïý êáé ìåßùóçò ôïõ áñéèìïý ôùí óýíèåôùí üñùí ìÝóá óôçí
ESCT Ýêöñáóç ôçò óõíÜñôçóçò åéóüäïõ. Ðéï óõãêåêñéìÝíá îåêéíÜ áðü ìéá áñ÷éêÞ
Ýêöñáóç (ü÷é åëÜ÷éóôç) êáé äçìéïõñãåß óýíïëá üñùí óôá ïðïßá åöáñìüæåé ôïí Min1
þóôå íá ìåéþóåé ôïí áñéèìü ôùí üñùí. Ç åðéëïãÞ ôùí óõíüëùí ãßíåôáé ôõ÷áßá. Ï
óõãêåêñéìÝíïò áëãüñéèìïò óôáìáôÜ ìåôÜ áðü Ýíáí ïñéóìÝíï áñéèìü åðáíáëÞøåùí.
ÃåíéêÜ ï Min2 ìðïñåß íá ÷ñçóéìïðïéçèåß óå óõíáñôÞóåéò ìå ìåãáëýôåñï âÜñïò åí
óõãêñßóåé ìå ôïí Min1. Ðáñáìåôñïðïéåßôáé ìå ôïõò ðáñáêÜôù ôñüðïõò:

• Áñéèìüò åðáíáëÞøåùí. ¼óï ìåãáëýôåñïò åßíáé ï áñéèìüò ôùí åðáíáëÞøåùí
ôüóï êáëýôåñï åßíáé ôï ôåëéêü áðïôÝëåóìá áëëÜ êáé ìåãáëýôåñïò ï ÷ñüíïò
åêôÝëåóçò.

• Áñ÷éêü êÜëõììá. Ç áðüäïóç ôïõ óõãêåêñéìÝíïõ áëãïñßèìïõ åîáñôÜôáé óçìá-
íôéêÜ áðü ôï áñ÷éêü êÜëõììá. ¼óï ðåñéóóüôåñïé üñïé õðÜñ÷ïõí óôçí áñ÷éêÞ
Ýêöñáóç ôüóï ðåñéóóüôåñåò åðáíáëÞøåéò áðáéôïýíôáé ãéá ôï åðéèõìçôü áðïôÝ-
ëåóìá. ÐéèáíÜ áñ÷éêÜ êáëýììáôá ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýíôáé åßíáé:

{ Ïé åëá÷éóôüñïé ôçò óõíÜñôçóçò (ç ÷åéñüôåñç äõíáôÞ åðéëïãÞ)
{ ¸íá áñ÷éêü êÜëõììá ìåôÜ ôç äçìéïõñãßá ôïõ äÝíôñïõ-ãåííÞôñéáò.
{ Ôï áðïôÝëåóìá ôïõ exorcism-4 [MP01].

Ï áëãüñéèìïò EMin1 âáóßæåôáé óôï Èåþñçìá 9 êáé ôçí åîåëéãìÝíç èåùñßá ôùí
óõããåíþí üñùí. Ç ëåéôïõñãßá ôïõ åßíáé ßäéá ìå ôïõ Min1, üìùò áíôß íá åíôïðßæåé
êïéíïýò üñïõò áíÜìåóá óå åëÜ÷éóôåò åêöñÜóåéò õðïóõíáñôÞóåùí, ðñïóðáèåß íá åí-
ôïðßóåé óõããåíåßò óýíèåôïõò üñïõò. Ãéá ôï ëüãï áõôü ÷ñçóéìïðïéïýíôáé ìüíï ôá
áíáðôýãìáôá Shannon, èåôéêü Davio êáé áñíçôéêü Davio (ôá áíáðôýãìáôá ôïõ Èåù-
ñÞìáôïò 3 äåí åßíáé áðáñáßôçôá). Ôï ìåãÜëï ôïõ ðëåïíÝêôçìá (üðùò èá öáíåß êáé óôá
ðåéñáìáôéêÜ áðïôåëÝóìáôá) åßíáé ç ìåãÜëç ôá÷ýôçôá (ëüãù ôùí óçìáíôéêÜ ëéãüôåñùí
åêöñÜóåùí ðïõ ðáñÜãïíôáé êáé åëÝã÷ïíôáé) êáé ç ðïéüôçôá ôùí ëýóåùí ðïõ ðáñÜãåé
(üôáí ëåéôïõñãåß åõñéóôéêÜ). Ãéá óõíáñôÞóåéò ìÝ÷ñé 5 ìåôáâëçôþí Þ ìå âÜñïò ôï ðïëý
4 äçìéïõñãåß áêñéâåßò ëýóåéò, äéáöïñåôéêÜ ó÷åäüí áêñéâåßò.
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Åíüôçôá 6.4. ÁËÃÏÑÉÈÌÏÓ XMIN6

Ðßíáêáò 6.3: ÐïéïôéêÜ áðïôåëÝóìáôá åêôÝëåóçò ãéá MCNC óõíáñôÞóåéò ìßáò åîüäïõ
ôùí áëãïñßèìùí Min1, Min2, EMin1 êáé Minict.

Function Inputs ESOP Lee MINICT Min1 Min2 Min2 EMin1
(15000) (50000)

# # # # # # # #
t481 16 13 10 12 10 10 10 10
9sym 9 51 - 45 39 40 34 32
xor5 5 5 1 1 1 1 1 1

Óôïí Ðßíáêá 6.3 äßíïíôáé ðïéïôéêÜ áðïôåëÝóìáôá åêôÝëåóçò áðü ôïõò áëãïñßèìïõò
Min1, Min2, EMin1 êáé áõôïýò ðïõ ðáñïõóéÜóôçêáí óôï [Lee97] (Lee) êáé óôï
[SP98a] (Minict). Ôá áðïôåëÝóìáôá áõôÜ áöïñïýí äéåèíåßò MCNC óõíáñôÞóåéò-
ìåôñïðñïãñÜììáôá.

Óôïí Ðßíáêá 6.4 ðáñïõóéÜæïíôáé ðåéñáìáôéêÜ áðïôåëÝóìáôá êáé ãéá MCNC óõ-
íáñôÞóåéò ðïëëþí åîüäùí áëëÜ ãéá êÜèå Ýîïäï îå÷ùñéóôÜ (õðåíèõìßæïõìå üôé ïé
áëãüñéèìïé Min1, Min2 êáé EMin1 åßíáé ó÷åäéáóìÝíïé íá åëá÷éóôïðïéïýí óõíáñôÞóåéò
ìéáò åîüäïõ).

ÅðéðëÝïí ãéá ôç óýãêñéóç ôùí Min1, Min2, õëïðïéÞèçêå ï áëãüñéèìïò ôïõ Lee
(óôéò óõíáñôÞóåéò ôïõ Ðßíáêá 6.3 äßíåé êáëýôåñá áðïôåëÝóìáôá óå ó÷Ýóç ìå ôïí
Minict) êáé Ýãéíå óýãêñéóÞ ôïõ ìå ôïõò Min1, Min2 óå Ýíá óåô áðü 360 ôõ÷áßåò
óõíáñôÞóåéò ìå ðëÞèïò ìåôáâëçôþí áðü 5 Ýùò 12 êáé âÜñïò ìéêñüôåñï áðü 16. Ôá
áðïôåëÝóìáôá ôçò ðáñáðÜíù óýãêñéóçò åêöñÜæïíôáé ùò ôï ìÝóï âÜñïò ôùí óõíáñ-
ôÞóåùí:

AV G(LEE) = 7:729; AV G(Min1) = 7:472; AV G(Min2) = 7:425.
(O Min2 Ý÷åé ùò áñ÷éêü êÜëõììá ôïõò åëá÷éóôüñïõò ôçò êÜèå óõíÜñôçóçò êáé

åêôåëåßôáé ãéá 1000 åðáíáëÞøåéò).
Ðáñáôçñïýìå üôé, ãåíéêÜ, ï EMin1 äßíåé ðïëý êáëýôåñá áðïôåëÝóìáôá áðü ôïõò

õðüëïéðïõò áëãïñßèìïõò ùò ðñïò ôçí ðïéüôçôá ôùí áðïôåëåóìÜôùí. ÅðéðëÝïí åßíáé
êáé óçìáíôéêÜ ðéï ãñÞãïñïò. Óôïí Ðßíáêá 6.5 ðáñïõóéÜæïíôáé ïé ÷ñüíïé åêôÝëåóçò
ôùí áëãïñßèìùí Min1, Min2, EMin1 ãéá ìåñéêÝò áðü ôéò ðáñáðÜíù óõíáñôÞóåéò.
Ç ðëáôöüñìá åêôÝëåóçò åßíáé Ýíáò AMD Athlon XP 1800+ ìå 512 MB RAM êáé
ëåéôïõñãéêü óýóôçìá Mandrake Linux 10.0.

Óå ðïëëÝò ðåñéðôþóåéò óôïí ðáñáðÜíù ðßíáêá åìöáíßæåôáé ÷ñüíïò 0 s. Áõôü
õðïäçëþíåé üôé ï ÷ñüíïò åêôÝëåóçò Þôáí ôüóï ìéêñüò ðïõ äåí ìðïñïýóáìå íá ôïí
ìåôñÞóïõìå óå äåõôåñüëåðôá Þ áêüìá êáé åêáôïóôÜ ôïõ äåõôåñïëÝðôïõ. ÐñÝðåé
íá áíáöÝñïõìå åðßóçò, üôé óôçí ðåñßðôùóç ôïõ Min2, óå ðïëëÝò ðåñéðôþóåéò, ßäéá
ðïéüôçôá áðïôåëåóìÜôùí ìðïñåß íá áðïêôçèåß ìå ìéêñüôåñï áñéèìü åðáíáëÞøåùí,
áëëÜ ìå äñáóôéêÞ ìåßùóç óôï ÷ñüíï åêôÝëåóçò.

6.4 Áëãüñéèìïò XMin6

Ï áëãüñéèìïò XMin6 âáóßæåôáé óôï Èåþñçìá 11 êáé ôá Ðïñßóìáôá 8 êáé 9. Ï
áëãüñéèìïò áõôüò åíôïðßæåé áêñéâåßò ESCT åêöñÜóåéò ãéá ëïãéêÝò óõíáñôÞóåéò ìï-
íáäéêÞò åîüäïõ ìå áñéèìü ìåôáâëçôþí åéóüäïõ ôï ðïëý 6. Óôçí õëïðïßçóÞ ôïõ Ý÷åé
÷ñçóéìïðïéçèåß êáé ôï ËÞììá 10 þóôå íá åðéôá÷õíèåß ç åêôÝëåóÞ ôïõ. ÅðéðëÝïí
ôá âÜñç üëùí ôùí óõíáñôÞóåùí ìå 4 ìåôáâëçôÝò åéóüäïõ Ý÷ïõí ðñïûðïëïãéóôåß
êáé áðïèçêåõèåß ìå áðïôÝëåóìá ôçí åðéðëÝïí áýîçóç ôçò ôá÷ýôçôáò åêôÝëåóçò ôïõ
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Åíüôçôá 6.4. ÁËÃÏÑÉÈÌÏÓ XMIN6

Ðßíáêáò 6.4: ÐïéïôéêÜ áðïôåëÝóìáôá åêôÝëåóçò ãéá MCNC óõíáñôÞóåéò ðïëëþí
åîüäùí, ãéá ôïõò Áëãïñßèìïõò Min1, Min2, EMin1 êáé Lee.

Function Lee Min1 Min2 EMin1
rd53:1 4 4 4 4
rd53:2 1 1 1 1
rd53:3 4 4 4 4
rd73:1 6 6 6 6
rd73:2 1 1 1 1
rd73:3 20 17 12 12
rd84:1 7 7 7 7
rd84:2 1 1 1 1
rd84:3 1 1 1 1
rd84:4 29 28 23 21

Misex1:1 2 2 2 2
Misex1:2 4 4 4 4
Misex1:3 5 5 5 5
Misex1:4 4 4 4 4
Misex1:5 2 2 2 2
Misex1:6 4 4 4 4
Misex1:7 4 4 4 4
Sao2:1 11 10 10 10
Sao2:2 18 17 12 12
Sao2:3 14 14 12 12
Sao2:4 13 12 11 11

Function Lee Min1 Min2 EMin1
5xp1:1 6 6 5 5
5xp1:2 12 10 9 9
5xp1:3 8 8 7 7
5xp1:4 7 6 6 6
5xp1:5 4 3 3 3
5xp1:6 2 2 2 2
5xp1:7 1 1 1 1
5xp1:8 1 1 1 1
5xp1:9 1 1 1 1
5xp1:10 3 3 3 3

Inc:1 5 5 5 5
Inc:2 6 6 6 6
Inc:3 7 6 6 6
Inc:4 10 9 9 9
Inc:5 5 5 5 5
Inc:6 2 2 2 2
Inc:7 2 2 2 2
Inc:8 4 4 4 4
Inc:9 1 1 1 1

Con1:1 5 5 5 5
Con2:2 4 4 4 4

áëãïñßèìïõ. Óå Ýíáí õðïëïãéóôÞ Intel Celeron 2.6GHz ï ÷ñüíïò åëá÷éóôïðïßçóçò
ìéáò ïðïéáóäÞðïôå óõíÜñôçóçò 6 ìåôáâëçôþí ìå ôç âïÞèåéá ôïõ áëãïñßèìïõ XMin6
åßíáé, óôç ÷åéñüôåñç ðåñßðôùóç, 2.5 ëåðôÜ áëëÜ óõíÞèùò åßíáé êÜôù áðü 2,5 äåõôåñü-
ëåðôá. Ãéá ìéá óõíÜñôçóç 6 ìåôáâëçôþí ìå âÜñïò ôï ðïëý 6 ï ÷ñüíïò åêôÝëåóçò åßíáé
ôçò ôÜîåùò ôùí ÷éëéïóôþí ôïõ äåõôåñïëÝðôïõ áöïý ïé óõã÷ùíåýóåéò ðïõ áðáéôåß ôï
Èåþñçìá 11 åßíáé ãéá óõíáñôÞóåéò 5 ìåôáâëçôþí ìå âÜñïò ôï ðïëý 1 ðïõ åßíáé ìüíïí
777. Ãéá ìéá óõíÜñôçóç 6 ìåôáâëçôþí ìå âÜñïò ìåãáëýôåñï ôïõ 6 êáé ìéêñüôåñï
ôïõ 10 ï ÷ñüíïò åêôÝëåóçò åßíáé ðåñßðïõ 2 äåõôåñüëåðôá áöïý ïé óõã÷ùíåýóåéò ðïõ
áðáéôåß ôï Èåþñçìá 11 åßíáé ãéá óõíáñôÞóåéò 5 ìåôáâëçôþí ìå âÜñïò ôï ðïëý 2
ðïõ åßíáé 202:923. Ãéá ìéá óõíÜñôçóç 6 ìåôáâëçôþí ìå âÜñïò ìåãáëýôåñï ôïõ 9
(õðåíèõìßæåôáé üôé ôï âÜñïò ìéáò óõíÜñôçóçò 6 ìåôáâëçôþí åßíáé ôï ðïëý 12) ï ÷ñüíïò
åêôÝëåóçò åßíáé ôï ðïëý 2; 5 ëåðôÜ áöïý ïé óõã÷ùíåýóåéò ðïõ áðáéôåß ôï Èåþñçìá
11 åßíáé ãéá óõíáñôÞóåéò 5 ìåôáâëçôþí ìå âÜñïò ôï ðïëý 3 ðïõ åßíáé 14:535:498.
Óçìåéþíåôáé üôé óôïõò ðáñáðÜíù áñéèìïýò Ý÷åé ëçöèåß õðüøçí üôé ôï âÜñïò ìéáò
óõíÜñôçóçò f êáé áõôü ôùí f̄ ; f⊕x; f⊕x̄, üðïõ x åßíáé ç ðéï óçìáíôéêÞ ôçò ìåôáâëçôÞ,
åßíáé ôï ßäéï (ÈåùñÞìáôá 5, 6).

Ç áðïõóßá MCNC óõíáñôÞóåùí-ìåôñïðñïãñáììÜôùí ìïíáäéêÞò åîüäïõ ìå 6 ìå-
ôáâëçôÝò åéóüäïõ ìáò áíÜãêáóå íá äïêéìÜóïõìå ôïí áëãüñéèìï XMin6 ìå Ýíá äåßãìá
500:000 ôõ÷áßùí óõíáñôÞóåùí 6 ìåôáâëçôþí åéóüäïõ. ÅðéðëÝïí óõãêñßíåôáé ìå ôïí
áëãüñéèìï EMin1, ôïí áëãüñéèìï ðïõ ðáñïõóéÜæåôáé óôï [Lee97] (Lee) êáé ôïõò
áëãïñßèìïõò Find Exact, Exorcism-4 [MP01](ïé äýï ðñþôïé ðáñÜãïõí ESCT åê-
öñÜóåéò åíþ ïé äýï ôåëåõôáßïé ESOP ïé ïðïßåò åßíáé õðïóýíïëï ôùí ESCT). Ôá
áðïôåëÝóìáôá ôçò ðáñáðÜíù óýãêñéóçò åêöñÜæïíôáé ùò ìÝóïò üñïò âÜñïõò êáé ðá-
ñïõóéÜæïíôáé óôïí Ðßíáêá 6.6.
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Åíüôçôá 6.5. ÁËÃÏÑÉÈÌÏÉ W7MIN, EW7MIN ÊÁÉ MIN2-EW7MIN

Ðßíáêáò 6.5: ×ñüíïé åêôÝëåóçò áëãïñßèìùí Min1, Min2, EMin1.
Function Min1 Min2 EMin1

#10000
9sym 15 mins 2 mins 30 secs
xor5 0 s 0 s 0 s

Rd53:1 0.16 s 12 s 0 s
Rd53:2 0 s 0 s 0 s
Rd53:3 0.15 s 18 s 0 s
Rd73:1 1.64 s 44 s 1 s
Rd73:2 0 s 0 s 0 s
Rd73:3 7.14 s 58 s 4 s
Sao2:1 3.05 s 121 s 0 s
Sao2:2 34.22 s 168 s 0 s

Ðßíáêáò 6.6: ÌÝóïò üñïò âÜñïõò ãéá 500:000 ôõ÷áßåò óõíáñôÞóåéò 6 ìåôáâëçôþí.
Xmin6 EMin1 Lee Find Exact Exorcism-4
ESCT ESCT ESCT ESOP ESOP
7:738 7:920 9:000 9:570 11:450

Êáìßá áðü ôéò óõíáñôÞóåéò óôï ðáñáðÜíù óýíïëï äåí åß÷å ESCT âÜñïò ìåãáëýôåñï
ôïõ 10. ÅéêÜæåôáé üôé ôï ìÝãéóôï âÜñïò ðïõ ìðïñåß íá Ý÷åé ìéá óõíÜñôçóç 6 ìåôáâëçôþí
åéóüäïõ åßíáé ôï ðïëý 10.

ÅðéðëÝïí, ìå ôç âïÞèåéá ôïõ XMin1 åëá÷éóôïðïéÞèçêå ç óõíÜñôçóç ìå MT á-
íáðáñÜóôáóç [6bbdbdd6bdd6d66b] ç ïðïßá áíáöÝñåôáé óôï [MP01] ùò ç ðéï äýóêïëç
óõíÜñôçóç 6 ìåôáâëçôþí ãéá åëá÷éóôïðïßçóç ESOP. Ôï ESCT âÜñïò ôçò åßíáé 9 êáé
ï ÷ñüíïò åëá÷éóôïðïßçóçò ôçò åßíáé 0:21 äåõôåñüëåðôá.

6.5 Áëãüñéèìïé W7MIN, EW7MIN êáé MIN2-EW7MIN

Ï áëãüñéèìïò W7XMIN óôçñßæåôáé óôá ÈåùñÞìáôá 12 êáé 13 êáé åíôïðßæåé åëÜ÷éóôåò
ESCT åêöñÜóåéò ãéá óõíáñôÞóåéò ìå ESCT âÜñïò ôï ðïëý 7. Ëåéôïõñãåß áíáäñïìéêÜ
óõã÷ùíåýïíôáò êïéíïýò üñïõò áíÜìåóá óôéò ESCT åêöñÜóåéò ôùí õðïóõíáñôÞóåùí
óôï äÝíôñï ãåííÞôñéá ôçò óõíÜñôçóçò åéóüäïõ. ÊÜèå óõíÜñôçóç êáé õðïóõíÜñôçóç
áðïóõíôßèåôáé ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôá áíáðôýãìáôá Shannon, èåôéêü Davio êáé áñíçôéêü
Davio êáé ôá åðéðëÝïí áíáðôýãìáôá ôïõ èåùñÞìáôïò 3, ôá ïðïßá åîïìïéþíïíôáé
÷ñçóéìïðïéþíôáò ôéò m-éóïäýíáìåò åêöñÜóåéò. ÊáôÜ ôç óýíèåóç åêöñÜóåùí ãéá
ìéá óõíÜñôçóç, ðïõ áíôéóôïé÷åß óå Ýíá êüìâï ôïõ äÝíôñïõ ãåííÞôñéá, êïéíïß üñïé
áíÜìåóá óå åëÜ÷éóôåò ESCT åêöñÜóåéò ôùí õðïóõíáñôÞóåþí ôçò óõã÷ùíåýïíôáé.
Åêôüò üìùò áðü óõã÷þíåõóç êïéíþí üñùí, êáé áíÜëïãá ìå ôéò ðåñéðôþóåéò êáé ôïõò
óõíäõáóìïýò âáñþí ðïõ ðñïêýðôïõí áðü ôïí Ðßíáêá 4.7, äçìéïõñãïýíôáé êáé ïé
óõíáñôÞóåéò g óýìöùíá ìå ôç äéáäéêáóßá ðïõ õðïäåéêíýïõí ôá ÈåùñÞìáôá 12 êáé
13. Ìå ôç âïÞèåéá ôçò óõíÜñôçóçò g åíôïðßæïíôáé ïé åëÜ÷éóôåò ESCT åêöñÜóåéò ôçò
åîåôáæüìåíçò óõíÜñôçóçò áêüìá êáé üôáí ç óõã÷þíåõóç êïéíþí üñùí äåí åðáñêåß.
Ôï ìåéïíÝêôçìá åßíáé üôé ç äéáäéêáóßá áõôÞ åßíáé ðéï ÷ñïíïâüñá. Óå êÜèå åðßðåäï
ôçò áðïóýíèåóçò ï áëãüñéèìïò êñáôÜ ôéò åëÜ÷éóôåò ESCT åêöñÜóåéò.

Ï áëãüñéèìïò W7XMIN õëïðïéÞèçêå êáé âñÝèçêå üôé äåí åßíáé áðïäïôéêüò üôáí
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ï áñéèìüò ôùí ìåôáâëçôþí ôçò óõíÜñôçóçò åéóüäïõ åßíáé ìåãáëýôåñïò Þ ßóïò ìå 7.
Áõôü ïöåßëåôáé óôïí ìåãÜëï áñéèìü óõíáñôÞóåùí g ðïõ ðñÝðåé íá åîåôáóôïýí ãéá
êÜèå êüìâï ôïõ äÝíôñïõ ãåííÞôñéá. Ï áñéèìüò áõôü ìåãåíèýíåôáé áðü ôçí ðáñáãùãÞ
ôùí m-éóïäýíáìùí åêöñÜóåùí óå êÜèå êüìâï ôïõ äÝíôñïõ ãåííÞôñéá ôçò óõíÜñôçóçò
åéóüäïõ.

¸íáò Üëëïò áëãüñéèìïò êáôáóêåõÜóôçêå (EW7MIN) ùò åõñéóôéêÞ åðÝêôáóç
ôïõ W7XMIN. Ï áëãüñéèìïò EW7MIN äéáöÝñåé áðü ôïí W7XMIN óå Ýíá óçìåßï.
Äçìéïõñãåß m-éóïäýíáìåò åêöñÜóåéò ìüíï óå åêåßíá ôá åðßðåäá ôïõ äÝíôñïõ ãåííÞôñéá
üðïõ õðÜñ÷åé ôïõëÜ÷éóôïí ìéá óõíÜñôçóç óôáèåñÞ êáé ßóç ìå 1. Áõôü äéêáéïëïãåßôáé
áðü ôï ãåãïíüò üôé, êáé óýìöùíá ìå ôï Èåþñçìá 7 ,üôáí äåí õðÜñ÷ïõí óôáèåñÝò
õðïóõíáñôÞóåéò ìÝóá óôï äÝíôñï ãåííÞôñéá ìéáò óõíÜñôçóçò, ôüôå, åßíáé åýêïëï
íá áðïäåé÷èåß üôé, ìðïñåß ðÜíôá íá äçìéïõñãçèåß ìéá åëÜ÷éóôç ESCT Ýêöñáóç ãéá
áõôÞí ìå êýôôáñá Maitra ôýðïõ 3; 4; 6 ìüíï (Ðßíáêáò 2.2). Áõôüò ï ôýðïò ôùí
êõôôÜñùí Maitra äçìéïõñãåßôáé áðü ôá áíáðôýãìáôá Shannon êáé Davio êáé ü÷é
áðü ôá áíáðôýãìáôá ôïõ ÈåùñÞìáôïò 3 (m-éóïäýíáìåò åêöñÜóåéò). Áêüìá êáé
üôáí õðÜñ÷ïõí óôáèåñÝò õðïóõíáñôÞóåéò óôï äÝíôñï ãåííÞôñéá áëëÜ åßíáé ßóåò ìå
ôï 0 ôüôå êáé ðÜëé ìðïñåß íá äçìéïõñãçèåß ôïõëÜ÷éóôïí ìéá ëýóç ìå êýôôáñá Maitra
ôýðïõ 3; 4; 6. ¼ìùò üôáí õðÜñ÷åé êÜðïéá óõíÜñôçóç óôáèåñÞ êáé ßóç ìå 1 ôüôå èá
äçìéïõñãçèïýí üñïé ðïõ Ý÷ïõí êýôôáñá Maitra ôýðïõ 1; 2; 5 ãéá ôçí åîåôáæüìåíç
ìåôáâëçôÞ ðïõ áíôéóôïé÷åß óôï êüìâï ôïõ äÝíôñïõ ãåííÞôñéá. ÁõôÜ ôá êýôôáñá
Maitra äçìéïõñãïýíôáé áðü ôá áíáðôýãìáôá ôïõ ÈåùñÞìáôïò 3. ¸ôóé üôáí óå êÜðïéï
åðßðåäï ôïõ äÝíôñïõ ãåííÞôñéá õðÜñ÷åé óôáèåñÞ óõíÜñôçóç 1 ôüôå ï áëãüñéèìïò
EW7MIN äçìéïõñãåß êáé ôéò åðéðëÝïí m-éóïäýíáìåò åêöñÜóåéò.

ÅðéðëÝïí ôïõ áëãïñßèìïõ EW7MIN õëïðïéÞèçêå åðÝêôáóç ôïõ áëãïñßèìïõ Min2
þóôå íá ÷ñçóéìïðïéåß ùò áëãüñéèìï åëá÷éóôïðïßçóçò ôïí EW7MIN (êáé ü÷é ôïí
Min1). Ï åõñéóôéêüò áëãüñéèìïò áõôüò ïíïìÜæåôáé Min2-EW7MIN êáé ìðïñåß íá
÷ñçóéìïðïéçèåß êáé ãéá óõíáñôÞóåéò ïé ïðïßåò åßíáé ôüóï ðïëýðëïêåò þóôå ï EW7MIN
íá ìçí ìðïñåß íá äþóåé áðïôåëÝóìáôá. Ôá ÷áñáêôçñéóôéêÜ ôïõ åðáíáëçðôéêïý áë-
ãïñßèìïõ Min2-EW7MIN åßíáé ßäéá ìå ôïõ Min2 áëëÜ ìðïñåß íá ðáñáìåôñïðïéçèåß
ðåñáéôÝñù.

• Ï áñéèìüò ôùí üñùí ðïõ åðéëÝãïíôáé ùò åßóïäïò óôïí EW7MIN åßíáé ðáñÜìåôñïò
êáé ìðïñåß íá áëëÜîåé. ÓõíÞèùò åßíáé 5 Þ 7.

• Ï áñéèìüò ôùí üñùí ðïõ åðéëÝãïíôáé ùò åßóïäïò óôïí EW7MIN ìðïñåß íá
ìåéþíåôáé êáôÜ óõãêåêñéìÝíá âÞìáôá êáôÜ ôç äéÜñêåéá åêôÝëåóçò ôïõ Min2-
EW7MIN. Ôï ãåãïíüò áõôü áðïóêïðåß óôç ãñÞãïñç äçìéïõñãßá åíüò êáëïý
êáëýììáôïò ôï ïðïßï óôç óõíÝ÷åéá, ÷ñçóéìïðïéþíôáò ìéêñüôåñá óýíïëá üñùí
ðïõ ðñïóöÝñïõí êáëýôåñç åëá÷éóôïðïßçóç, âåëôéþíåôáé ðåñáéôÝñù.

Ïé áëãüñéèìïé EW7MIN êáé Min2-EW7MIN ÷ñçóéìïðïéÞèçêáí ãéá ôçí åëá÷éóôï-
ðïßçóç óõíáñôÞóåùí ðïëëþí åîüäùí ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôçí ÷áñáêôçñéóôéêÞ óõíÜñôçóç
êáé ìÜëéóôá ôçí ðñþôç ðñïóÝããéóç (Åíüôçôá 5.1.1). ÌåôÜ ôçí åëá÷éóôïðïßçóç ôçò
÷áñáêôçñéóôéêÞò óõíÜñôçóçò, áöáéñÝèçêáí ôá êýôôáñá Maitra ðïõ áíôéóôïé÷ïýóáí
óôéò ìåôáâëçôÝò ðïõ ðñïóôÝèçêáí ãéá íá êùäéêïðïéÞóïõí ôéò åîüäïõò ôçò óõíÜñôçóçò
åéóüäïõ. Ïé ðáñá÷èåßóåò åëÜ÷éóôåò ESCT åêöñÜóåéò ôçò ÷áñáêôçñéóôéêÞò åëÝ÷èçóáí
êáé áöáéñÝèçêáí êïéíïß Þ áíôßóôñïöïé üñïé þóôå ôá áðïôåëÝóìáôá íá âåëôéùèïýí
(èõìßæåôáé óôïí áíáãíþóôç üôé óå ìéá óõíÜñôçóç ðïëëþí åîüäùí, äéáöïñåôéêÝò Ýîïäïé
ìðïñïýí íá ìïéñÜæïíôáé êïéíïýò Þ áíôßóôñïöïõò üñïõò óôéò ESCT åêöñÜóåéò ôïõò).

Ï áëãüñéèìïò ÅW7MIN åîåôÜóôçêå óå ôõ÷áßåò óõíáñôÞóåéò 6 ìåôáâëçôþí åéóüäïõ
óõãêñéíüìåíïò ìå ôïí XMin6 (ï ïðïßïò åíôïðßæåé åëÜ÷éóôåò ESCT åêöñÜóåéò ãéá
ôÝôïéåò óõíáñôÞóåéò). ÕðÞñîå Ýíá ðïóïóôü 1:5% áðïôõ÷ßáò ôïõ EW7MIN íá âñåé
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Ðßíáêáò 6.7: ÌÝóïò üñïò âÜñïõò áðü ôïõò EW7MIN & EMin1 ãéá 100:000 ôõ÷áßåò
óõíáñôÞóåéò ìå âÜñïò ôï ðïëý 20.

# inputs EW7MIN EMin1
7 9.76 9.80
8 11.70 11.72
9 13.19 13.20
10 13.92 13.92

Ðßíáêáò 6.8: ÁðïôåëÝóìáôá ôùí Min2-EW7MIN êáé Minict ãéá MCNC óõíáñôÞóåéò.
Function # inputs # outputs Min2-EW7MIN Minict

100 10000
iterations

rd53 5 3 7 7 9
rd73 7 3 19 19 25
rd84 8 4 36 30 46
b12 15 9 29 26 27
con1 7 2 8 8 8
f51m 8 8 31 31 30

misex1 8 7 15 11 12
squar5 5 8 17 17 17
sao2 10 4 32 30 28

Ýóôù êáé ìßá åëÜ÷éóôç ëýóç. Ï ßäéïò áëãüñéèìïò óõíåêñßèç, åðßóçò, ìå ôïí EMin1
óå Ýíá óýíïëï 100000 ôõ÷áßùí óõíáñôÞóåùí ìå áñéèìü ìåôáâëçôþí áðü 7 Ýùò 10 êáé
âÜñç ôï ðïëý 20. Ôá áðïôåëÝóìáôá ðáñïõóéÜæïíôáé óôïí Ðßíáêá 6.7.

Áêüìá ï áëãüñéèìïò Min2-EW7MIN óõãêñßíåôáé ìå ôïí áëãüñéèìï Minict [SP98a,
SP98b] óå MCNC óõíáñôÞóåéò-ìåôñïðñïãñÜììáôá ðïëëþí åîüäùí. Ãéá ôï ëüãï áõôü
÷ñçóéìïðïéåßôáé ç ÷áñáêôçñéóôéêÞ óõíÜñôçóç üðùò ðåñéãñÜöçêå ðñïçãïõìÝíùò. Ôá
áðïôåëÝóìáôá ðáñïõóéÜæïíôáé óôïí Ðßíáêá 6.8.

Ìðïñåß íá ðáñáôçñçèåß üôé ï áëãüñéèìïò Min2-EW7MIN äßíåé ðïëý êáëýôåñá
áðïôåëÝóìáôá ãéá óõíáñôÞóåéò üðùò ç RD84, áêüìá êáé ãéá ìéêñü áñéèìü åðáíáëÞøåùí
(ï ÷ñüíïò åêôÝëåóçò ãéá 100 åðáíáëÞøåéò óå Ýíáí åðåîåñãáóôÞ Pentium D åßíáé
ìéêñüôåñïò áðü Ýíá ëåðôü óôéò ðåñéóóüôåñåò ðåñéðôþóåéò). ÁëëÜ ï Min2-EW7MIN
äßíåé åëáöñþò ÷åéñüôåñá áðïôåëÝóìáôá ãéá ôéò óõíáñôÞóåéò F51M êáé SAO2, üôáí
óõãêñßíåôáé ìå ôïí Minict. Óôéò ðåñéðôþóåéò áõôÝò ôá áðïôåëÝóìáôá ôïõ ôåëåõôáßïõ
åßíáé ó÷åäüí ßäéá ìå ôïõ áëãïñßèìïõ Exorcism-MV2 [Son92]. Óôçí ðñáãìáôéêüôçôá
ôï áñ÷éêü êÜëõììá áðü ôï ïðïßï îåêéíÜ ôçí åëá÷éóôïðïßçóÞ ôïõ ï Minict åßíáé ç ëýóç
ðïõ ðáñÜãåé ï Exorcism-MV2. Ðáñáôçñåßôáé ëïéðüí üôé ãéá ïñéóìÝíåò óõíáñôÞóåéò
üðùò ç F51M êáé ç SAO2 ðñïçãìÝíá åñãáëåßá ESOP åëá÷éóôïðïßçóçò, üðùò ï
Exorcism-MV2 Þ ï QuiXOR, ðëåïíåêôïýí óå ó÷Ýóç ìå ôïõò áëãïñßèìïõò ESCT
åëá÷éóôïðïßçóçò, ïé ïðïßïé åìöáíßæïíôáé ,ëüãù êáé ìéêñüôåñïõ ÷ñüíïõ åîÝëéîçò, "ðéï
áðëïúêïß".
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Åíüôçôá 6.6. ÁËÃÏÑÉÈÌÏÓ VRORDER

6.6 Áëãüñéèìïò VRORDER

ÐáñÜëëçëá (êáé óõìðëçñùìáôéêÜ) ìå ôïõò ðáñáðÜíù áëãïñßèìïõò áíáðôý÷èçêå êáé
ï áëãüñéèìïò VRORDER. Ï óõãêåêñéìÝíïò áëãüñéèìïò ÷ñçóéìïðïéåßôáé ãéá ôçí
åðéëïãÞ ôçò êáôÜëëçëçò äéÜôáîçò ôùí ìåôáâëçôþí åéóüäïõ ôçò óõíÜñôçóçò, þóôå
ôï âÜñïò ðïõ èá ðñïêýøåé íá åßíáé üóï ôï äõíáôüí ìéêñüôåñï (ôï âÜñïò âñßóêåôáé
óôç óõíÝ÷åéá åöáñìüæïíôáò Ýíáí ðñáãìáôéêü áëãüñéèìï åëá÷éóôïðïßçóçò üðùò ï
EMin1). ÄåäïìÝíçò ìéá óõãêåêñéìÝíçò äéÜôáîçò ìåôáâëçôþí (êáé êáôÜ óõíÝðåéá
ìéáò óõãêåêñéìÝíçò áíáðáñÜóôáóçò MT) ï VRORDER åêôéìÜ Ýíá êÝñäïò (GAIN)
áíÜëïãá ìå ôïí áñéèìü êáé ôç èÝóç ôùí óôáèåñþí õðïóõíáñôÞóåùí ìÝóá óôï äÝíôñï-
ãåííÞôñéá ôçò óõãêåêñéìÝíçò äéÜôáîçò ìåôáâëçôþí. Ùò âåëôéóôïðïßçóç Ý÷åé ðñïû-
ðïëïãéóôåß êáé áðïèçêåõèåß ôï âÜñïò üëùí ôùí äéáöïñåôéêþí äéáôÜîåùí ìåôáâëçôþí
ãéá üëåò ôéò äõíáôÝò óõíáñôÞóåéò 4 ìåôáâëçôþí åéóüäïõ, êáôÜ óõíÝðåéá ç åêôßìçóç
ôïõ êÝñäïõò óôáìáôÜ óôï åðßðåäï ôùí 4 ìåôáâëçôþí. Ãéá ìéá óôáèåñÞ õðïóõíÜñôçóç
ôï êÝñäïò èåùñåßôáé üôé åßíáé 3åðßðåäï ðïõ âñßóêåôáé ç óôáè õðïóõíÜñôçóç−4. O áëãüñéèìïò
VRORDER óôçñßæåôáé óôç ëïãéêÞ ôçò áðïóýíèåóçò ìéáò óõíÜñôçóçò Boole óôéò
õðïóõíáñôÞóåéò ôçò êáé áðïôåëåß õðïðåñßðôùóç ôùí áëãïñßèìùí Min1, EMin1, üðùò
áêñéâþò êáé ï áëãüñéèìïò ôïõ Lee [Lee97, GL97]. ÄéáöÝñåé üìùò áðü ôïí ôåëåõôáßï
ôüóï óôçí åêôßìçóç ôïõ êüóôïõò (GAIN) üóï êáé óôï üôé ç åêôßìçóç ôïõ êÝñäïõò
óôáìáôÜ óôï åðßðåäï ôùí 4 ìåôáâëçôþí (åíþ óôïí áëãüñéèìï ôïõ Lee óôáìáôÜ óôï
åðßðåäï ôçò ìßáò ìåôáâëçôÞò).

Ï áëãüñéèìïò VRORDER õëïðïéÞèçêå êáé ÷ñçóéìïðïéÞèçêå ùò ðñï-åðåîåñãá-
óôéêü âÞìá ãéá ôïõò êýñéïõò áëãïñßèìïõò åëá÷éóôïðïßçóçò Min1, XMin6, EMin1.

Ìå ôç âïÞèåéÜ ôïõ õðïëïãßóáìå ôï êÝñäïò ãéá üëåò ôéò äõíáôÝò äéáôÜîåéò ìå-
ôáâëçôþí ôçò óõíÜñôçóçò [6bbdbdd6bdd6d66b] [MP01]. ÐáñáôçñÞóáìå üôé üëåò ïé
äéáôÜîåéò Ý÷ïõí ôï ßäéï êÝñäïò êáé ìÜëéóôá Ý÷ïõí êáé ôï ßäéï âÜñïò (9).

Ï áëãüñéèìïò VRDORDER äïêéìÜóôçêå ðåñáéôÝñù óå Ýíá óýíïëï 1000 ôõ÷áßùí
óõíáñôÞóåùí ìïíáäéêÞò åîüäïõ êáé 6 ìåôáâëçôþí åéóüäïõ þóôå íá åëÝãîïõìå áí
åíôïðßæåé åêåßíåò ôéò äéáôÜîåéò ìåôáâëçôþí ðïõ äßíïõí ôï êáëýôåñï âÜñïò. Áõôü
ðñáãìáôïðïéÞèçêå ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôïí áëãüñéèìï XMin6, âñßóêïíôáò Ýôóé ôï âÜñïò
üëùí ôùí äõíáôþí äéáôÜîåùí ôùí ìåôáâëçôþí åéóüäïõ ãéá ôéò ðáñáðÜíù óõíáñôÞóåéò.
Óå 32 áðü ôéò 1000 ï VRORDER áðÝôõ÷å íá åíôïðßóåé ôç êáëýôåñç äõíáôÞ äéÜôáîç
ìåôáâëçôþí. Áõôü óçìáßíåé üôé ãéá ìéá óõíÜñôçóç ìïíáäéêÞò åîüäïõ êáé 6 ìåôáâëçôþí
åéóüäïõ õðÜñ÷åé, óôáôéóôéêÜ, ìéá ðéèáíüôçôá óöÜëìáôïò 3:2%. Óôç óõíÝ÷åéá ÷ñçóé-
ìïðïéÞóáìå ôïí XMin6 ãéá íá âñïýìå ôï âÜñïò ãéá ôéò áñ÷éêÝò äéáôÜîåéò ìåôáâëçôþí
(áõôÝò ðïõ ðñïÝêõøáí ôõ÷áßá) êáèþò êáé ôïí ßäéï áëãüñéèìï ãéá íá âñïýìå ôï âÜñïò
ãéá ôéò äéáôÜîåéò ìåôáâëçôþí ðïõ ðñïôåßíåé ï VRORDER. Ôï ìÝóï âÜñïò óôçí ðñþôç
ðåñßðôùóç åßíáé 7:74 åíþ óôç äåýôåñç 7:13. Ãéá ëüãïõò óýãêñéóçò õëïðïéÞèçêå êáé
ï áëãüñéèìïò ðïõ ðåñéãñÜöåôáé óôï [Lee97, GL97] êáé ÷ñçóéìïðïéÞèçêå óôï ßäéï
óýíïëï óõíáñôÞóåùí. Ôï ìÝóï âÜñïò ðïõ Ýäùóå åßíáé 8:33. Ðñïöáíþò ëïéðüí áðü
ôá ðáñáðÜíù áðïôåëÝóìáôá öáßíåôáé üôé ç ÷ñÞóç ôïõ VRORDER åßíáé ðëåïíåêôéêÞ.

ÔÝëïò ï áëãüñéèìïò VRORDER ÷ñçóéìïðïéÞèçêå ìáæß ìå ôïí EMin1 ãéá ôçí
åëá÷éóôïðïßçóç óõíáñôÞóåùí-ìåôñïðñïãñáììÜôùí MCNC (ãéá ôéò óõíáñôÞóåéò ðïë-
ëþí åîüäùí ÷ñçóéìïðïéÞèçêå ôüóï ç ìåèïäïëïãßá ôçò ðñþôçò ÷áñáêôçñéóôéêÞò óõ-
íÜñôçóçò ôïõ Êåöáëáßïõ 5.1.1 üóï êáé ôï Üèñïéóìá ôùí âáñþí ôçò êÜèå åîüäïõ
îå÷ùñéóôÜ). Ôá áðïôåëÝóìáôá óõíåêñßèçóáí ìå áõôÜ ðïõ ðáñÜãåé ï EMin1 óôéò
áñ÷éêÝò äéáôÜîåéò ìåôáâëçôþí ôùí óõíáñôÞóåùí áõôþí. Ôá áðïôåëÝóìáôá ðáñïõóé-
Üæïíôáé óôïí Ðßíáêá 6.9.

Ðáñáôçñïýìå üôé, óôéò ðåñéóóüôåñåò ðåñéðôþóåéò, ï óõíäõáóìüò VRORDER-
EMin1 äßíåé êáëýôåñá áðïôåëÝóìáôá óå ó÷Ýóç ìå ôïí EMin1. Óå ìéá ðåñßðôùóç
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Ðßíáêáò 6.9: Óõíäõáóìüò VRORDER êáé EMin1.

Áñ÷éêÞ ÄéÜôáîç Ìåôáâëçôþí VRORDER
¢èñïéóìá åîüäùí ×áñáêôçñéóôéêÞ ¢èñïéóìá åîüäùí ×áñáêôçñéóôéêÞ

5xp1 38 32 23 20
Con1 9 8 6 6
Inc 40 32 38 32

Misex1 25 16 21 17

ï ðáñáðÜíù óõíäõáóìüò Ýäùóå ÷åéñüôåñá áðïôåëÝóìáôá. Áõôü ðñïöáíþò ïöåßëåôáé
óôïí áðëïúêü ôñüðï ìå ôïí ïðïßï õðïëïãßóôçêå ôï êÝñäïò ãéá ìéá óõíÜñôçóç ðïëëþí
åîüäùí.

6.7 Áëãüñéèìïò QuickESCT-DC

Ï áëãüñéèìïò ESCTDC õëïðïéåß ôç ìåèïäïëïãßá ðïõ ðáñïõóéÜóôçêå óôçí åíüôçôá
4.7.2 ãéá ôçí ðáñáãùãÞ (ó÷åäüí) åëá÷ßóôùí ESCT åêöñÜóåùí ãéá áôåëþò ïñéóìÝíåò
ëïãéêÝò óõíáñôÞóåéò. Áðïôåëåß åðÝêôáóç ôïõ DCMIN þóôå íá ðáñÜãåé ESCT åêöñÜ-
óåéò. Ï áëãüñéèìïò áõôüò ÷ñçóéìïðïéÞèçêå ãéá ôçí õëïðïßçóç ôïõ QuickESCT-DC
ðïõ åßíáé ðïëý ðéï áðïôåëåóìáôéêüò.

Ï áëãüñéèìïò QuickESCT-DC åßíáé åðáíáëçðôéêüò êáé Ý÷åé ôçí ßäéá öéëïóïößá ìå
ôïí QuickDCMIN. Îåêéíþíôáò áðü êÜðïéï áñ÷éêü êÜëõììá üñùí, óôç óõãêåêñéìÝíç
ðåñßðôùóç áðü áõôü ðïõ ðáñÜãåé ï Exorcism-4 [MP01] Þ ìéá áðëïðïéçìÝíç ìïñöÞ ôïõ
ESCT-DC, o QuickESCT-DC ÷ñçóéìïðïéåß ôï ESCT-DC ùò áëãüñéèìï ìåôáó÷ç-
ìáôéóìïý êáé ìåßùóçò üñùí. Ðéï óõãêåêñéìÝíá óå êÜèå âÞìá ôïõ QuickESCT-DC,
åðéëÝãïíôáé üëïé ïé üñïé ôçò óõíÜñôçóçò ðïõ áíÞêïõí óôï dc set ìáæß ìå êÜðïéïõò ðïõ
áíÞêïõí óôï on set. Ç óõíÜñôçóç ðïõ äçìéïõñãåßôáé åëá÷éóôïðïéåßôáé ìå ôïí ESCT-
DC (óå êÜèå óôÜäéï ôçò óýíèåóçò êñáôÜìå ìüíï ìéá Ýêöñáóç) êáé ôï áðïôÝëåóìá
ôïðïèåôåßôáé êáé ðÜëé óôï áñ÷éêü êÜëõììá. Åðßóçò ãéá ôéò óõíáñôÞóåéò ðïëëþí
åîüäùí ï QuickESCT-DC ÷ñçóéìïðïéåß ôç ðñïóÝããéóç 5.1.2 ôçò ÷áñáêôçñéóôéêÞò
óõíÜñôçóçò.

Ç áðïôåëåóìáôéêüôçôá ôïõ áëãïñßèìïõ QuickESCT-DC åëÝã÷èçêå óå óõíáñôÞóåéò
ìåôñïðñïãñÜììáôá (Benchmark Functions). Áñ÷éêÜ åëÝãîáìå êáôÜ ðüóï ç ÷ñÞóç
áäéÜöïñùí üñùí óôçí åßóïäï ôïõ QuickESCT-DC âåëôéþíåé ôá áðïôåëÝóìáôá óå
ó÷Ýóç ìå ôï íá èåùñïýóáìå üôé ïé dc åëá÷éóôüñïé áíÞêïõí åßôå óôïí on set åßôå óôï
o� set. ÄçëáäÞ, óôçí ïõóßá, ìåôáó÷çìáôßóáìå ôéò áôåëþò ïñéóìÝíåò óõíáñôÞóåéò
êáé óå ðëÞñùò ïñéóìÝíåò. Ïé ðëÞñùò ïñéóìÝíåò óõíáñôÞóåéò åëá÷éóôïðïéÞèçêáí
÷ñçóéìïðïéþíôáò ôïí áëãüñéèìï Min2 êáé QuickESCT-DC, åíþ ïé áíôßóôïé÷åò áôåëþò
ïñéóìÝíåò åëá÷éóôïðïéÞèçêáí ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôïí áëãüñéèìï QuickESCT-DC. Ôá
áðïôåëÝóìáôá ðïõ ðÞñáìå ðáñïõóéÜæïíôáé óôïí Ðßíáêá 6.10.

Ðáñáôçñïýìå üôé üíôùò õðÜñ÷åé âåëôßùóç êáé óå ìåñéêÝò ðåñéðôþóåéò, üðùò ð÷
ãéá ôç óõíÜñôçóç alu2, éäéáßôåñá óçìáíôéêÞ, ôçò ôÜîçò ôïõ 50%. Ïé ðáñïõóéáæüìåíïé
÷ñüíïé åêôÝëåóçò åêöñÜæïíôáé óå äåõôåñüëåðôá.

ÅðéðëÝïí ï áëãüñéèìïò QuickESCT-DC óõãêñßèçêå êáé ìå ôïí áëãüñéèìï ðïõ
ðáñïõóéÜæåôáé óôçí åñãáóßá [GL98]. Ï áëãüñéèìïò áõôüò åßíáé ï óçìáíôéêüôåñïò ôçò
äéåèíïýò âéâëéïãñáößáò ãéá åëá÷éóôïðïßçóç áôåëþò ïñéóìÝíùí ëïãéêþí óõíáñôÞóåùí
êáé ôçí ðáñáãùãÞ åêöñÜóåùí ðïõ ìïéÜæïõí éäéáßôåñá ìå ôéò ESCT. Ï åíäéáöåñüìåíïò
áíáãíþóôçò ìðïñåß íá âñåé ìéá ðáñïõóßáóç ôïõ áëãïñßèìïõ áõôïý óôï Êåöáëáßï ìå
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Ðßíáêáò 6.10: Exploitation of don't cares for ESCT expressions.

Min2 Min2 QuickESCT-DC QuickESCT-DC QuickESCT-DC
dc=0 dc=1 dc=0 dc=1 with dc

Function Size Size Size Time Size Time Size Time
alu2 68 160 67 0 96 2.84 40 1992.84
alu3 47 195 48 0 88 0.5 39 712.94
apla 55 67 45 0 45 2.73 33 331.24
b11 35 36 26 0 26 0 26 0

bench 30 45 27 27.11 39 511.98 15 19.00
dk17 37 44 30 0 30 0 20 63.86
dk27 16 27 14 0 14 0 10 0.34
fout 74 67 47 1150.00 46 1389.88 33 1316.76
inc 29 33 27 0 26 0 23 1030.83
p1 81 117 57 0 55 0.42 42 21749.21
p3 51 57 37 0 37 3221.29 28 124.44

Ðßíáêáò 6.11: Comparison of QuickESCT-DC (for ESCT expressions) with algo-
rithm of Lee, Drechsler, Perkowski.
Function Lee, Drechsler, Perkowski QuickESCT-DC

alu2 66 40
alu3 48 39
apla 59 33
b11 33 26

bench - 15
dk17 36 20
dk27 15 10
fout - 33
inc 36 23
p1 - 42
p3 - 28

ôéò ðñïçãïýìåíåò åñãáóßåò. Ïé ðáñáãüìåíåò åêöñÜóåéò äéáöÝñïõí áðü ôéò ESCT óôï
üôé åêôüò áðü óõëëÝêôç "áðïêëåéóôéêü Þ" ìðïñïýí íá åíóùìáôþíïõí êáé óõëëÝêôç
"ëïãéêïý Þ".

Ôá áðïôåëÝóìáôá ôçò ðáñáðÜíù óýãêñéóçò ðáñïõóéÜæïíôáé óôïí Ðßíáêá 6.11.
Ðáñüëï ðïõ ç ðñïôåéíüìåíåò åêöñÜóåéò óôçí ðáñáðÜíù åñãáóßá åßíáé ãåíéêüôåñåò,

ï áëãüñéèìïò QuickESCT-DC åßíáé êáëýôåñïò óå üëåò ôéò óõíáñôÞóåéò ìåôñïðñï-
ãñÜììáôá.

Ôá ðáñáðÜíù áðïôåëÝóìáôá êáôáäåéêíýïõí ôçí ðïéüôçôá ôïõ áëãïñßèìïõ QuickESCT-
DC.

6.8 Óýíïøç áëãïñßèìùí

Óôï ÊåöÜëáéï áõôü ðáñïõóéÜóôçêáí áëãüñéèìïé ôüóï ãéá ôçí åëá÷éóôïðïßçóç ESOP
üóï êáé ãéá ôçí åëá÷éóôïðïßçóç ESCT åêöñÜóåùí. Óôïí Ðßíáêá 6.12 ðáñïõóéÜæïíôáé,
óõíïðôéêÜ, ôá âáóéêüôåñá ÷áñáêôçñéóôéêÜ ôïõò.
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ÓõìðåñáóìáôéêÜ:

• Ãéá áêñéâÞ ESOP åëá÷éóôïðïßçóç ç åðéëïãÞ åßíáé ìïíüäñïìïò, ï áëãüñéèìïò
Find Exact.

• Ãéá åõñéóôéêÞ ESOP åëá÷éóôïðïßçóç ðëÞñùò ïñéóìÝíùí óõíáñôÞóåùí, ç êáôÜë-
ëçëç åðéëïãÞ åßíáé ï áëãüñéèìïò QuiXOR áöïý äßíåé ðïëý êáëÜ áðïôåëÝóìáôá
óå êáëïýò ÷ñüíïõò.

• Ãéá åõñéóôéêÞ ESOP åëá÷éóôïðïßçóç áôåëþò ïñéóìÝíùí óõíáñôÞóåùí, ç êáôÜë-
ëçëç åðéëïãÞ åßíáé ï áëãüñéèìïò QuickDCMIN.

• Ãéá áêñéâÞ ESCT åëá÷éóôïðïßçóç ðñïôåßíïíôáé ïé áëãüñéèìïé Min1, EMin1,
XMin6. Áðü áõôïýò ôçí êáëýôåñç áðüäïóç ãéá óõíáñôÞóåéò ìÝ÷ñé 6 ìåôáâëçôÝò
ôçí Ý÷åé ï XMin6. Ãéá óõíáñôÞóåéò ìÝ÷ñé âÜñïõò 4, ç êáôÜëëçëç åðéëïãÞ åßíáé
ï EMin1 áöïý óõíäõÜæåé ðïéüôçôá áðïôåëåóìÜôùí êáé ôá÷ýôçôá.

• Ãéá åõñéóôéêÞ ESCT åëá÷éóôïðïßçóç ðëÞñùò ïñéóìÝíùí óõíáñôÞóåùí õðÜñ÷ïõí
ðïëëÝò åðéëïãÝò. Ôá ðéï ðïéïôéêÜ áðïôåëÝóìáôá ôá ðáñÜãåé ï áëãüñéèìïò Min2-
EW7MIN. ¢ëëç ôá÷ýôáôç åðéëïãÞ åßíáé ï áëãüñéèìïò EMin1.

• Ãéá åõñéóôéêÞ ESCT åëá÷éóôïðïßçóç áôåëþò ïñéóìÝíùí óõíáñôÞóåùí ï êáôÜë-
ëçëïò áëãüñéèìïò åßíáé ï QuickESCT-DC.

• Ãéá íá âåëôéùèïýí ôá áðïôåëÝóìáôá ôùí ðáñáðÜíù áëãïñßèìùí, ìðïñåß íá
÷ñçóéìïðïéçèåß ï VRORDER ãéá ôçí åýñåóç êáôÜëëçëçò äéÜôáîçò ôùí ìå-
ôáâëçôþí ôçò óõíÜñôçóçò åéóüäïõ.
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Ðßíáêáò 6.12: ×áñáêôçñéóôéêÜ Áëãïñßèìùí Find Exact, QuiXOR, QuickDCMin,
Min1, Min2, EMin1, XMin6, EW7MIN, Min2-EW7MIN, VRORDER, QuickESCT-
DC.

ÏÍÏÌÁ ESOP=ESCT ÁÊÑÉÂÇÓ MULTI-OUT DONT CARE
Find Exact ESOP NAI, ãéá ÍÁÉ, ÷ñçó. OXI

w(f) ≤ 7 ðñïóÝããéóç
ðáñáãñÜöïõ 5.1.2

QuiXOR ESOP Ï×É ÍÁÉ, ÷ñçó. OXI
ðñïóÝããéóç

ðáñáãñÜöïõ 5.1.2
QuickDCMin ESOP Ï×É ÍÁÉ, ÷ñçó. NAI

ðñïóÝããéóç
ðáñáãñÜöïõ 5.1.2

Min1 ESCT ÍÁÉ, ãéá w(f) ≤ 4 OXI OXI
Þ n ≤ 5

Min2 ESCT Ï×É ÍÁÉ, ÷ñçó. OXI
ðñïóÝããéóç

ðáñáãñÜöïõ 5.1.1
EMin1 ESCT ÍÁÉ, ãéá w(f) ≤ 4 NAI OXI

Þ n ≤ 5 ðñïóÝããéóç
ðáñáãñÜöïõ 5.1.1

XMin6 ESCT NAI, ãéá n ≤ 6 Ï×É Ï×É
EW7MIN ESCT OXI OXI OXI

Min2-EW7MIN ESCT OXI NAI , ÷ñçó. OXI
ðñïóÝããéóç

ðáñáãñÜöïõ 5.1.1
êáé áöáßñåóç

åðéðëÝïí
ìåôáâëçôþí

êáé üñùí
QuickESCT-DC ESCT OXI NAI, ÷ñçó. NAI

ðñïóÝããéóç
ðáñáãñÜöïõ 5.1.2

VRORDER ESCT Ï×É ÍÁÉ Ï×É
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ÊåöÜëáéï 7

ÊâáíôéêÝò åðåêôÜóåéò

If builders built houses the way programmers
built programs, the �rst woodpecker to come

along would destroy civilization.
Author: Gerald Weinberg

Óôçí åíüôçôá áõôÞ èá áó÷ïëçèïýìå ìå ôïõò êâáíôéêïýò õðïëïãéóôÝò êáé ìå
ôçí êâáíôéêÞ åðÝêôáóç êÜðïéùí áðü ôïõò áëãïñßèìïõò ðïõ áíáðôýîáìå Ýùò
ôþñá óôá ðëáßóéá ôçò äéäáêôïñéêÞò äéáôñéâÞò.

ÌÝ÷ñé ôþñá, üëá ôá õðïëïãéóôéêÜ óõóôÞìáôá åßíáé êëáóéêÜ êáé ÷ñçóéìïðïéïýí
ôç äßôéìç ëïãéêÞ. ÕðÜñ÷ïõí üìùò ðåñéïñéóìïß ùò ðñïò ôçí áðüäïóç ðïõ ìðïñïýìå
íá åðéôý÷ïõìå, ðåñéïñéóìïß ðïõ ïé ßäéïé ïé öõóéêïß íüìïé ìáò åðéâÜëëïõí. Ï ðéï
áîéüëïãïò áðü áõôïýò åßíáé ç ðåðåñáóìÝíç ôá÷ýôçôá ôïõ ßäéïõ ôïõ öùôüò. Ôá
åîáñôÞìáôá åíüò êëáóéêïý õðïëïãéóôéêïý óõóôÞìáôïò áíôáëëÜóóïõí ðëçñïöïñßá
ìåôáîý ôïõò ìå ôç ìïñöÞ ìåôáöïñÜò åíÝñãåéáò. Ç ôá÷ýôçôá ôçò ðáñáðÜíù áíôáëëáãÞò
åßíáé (óôçí êáëýôåñç ðåñßðôùóç) ßóç ìå ôçí ôá÷ýôçôá ôïõ öùôüò. ¸ôóé ãéá íá
äéáíõèåß ìéá áðüóôáóç 30 åêáôïóôþí, óôï êåíü, áðáéôåßôáé ÷ñüíïò 1 íáíïäåõôåñü-
ëåðôï. Óôïí ßäéï ÷ñüíï ç ðëçñïöïñßá ìåôáäßäåôáé 20 åêáôïóôÜ óå Ýíáí ìåôáëëéêü
áãùãü. Åßíáé, ëïéðüí, áíáðüöåõêôï üôé óôçí ðñïóðÜèåéÜ ìáò íá áõîÞóïõìå ôçí
ôá÷ýôçôá åíüò êëáóéêïý õðïëïãéóôéêïý óõóôÞìáôïò èá ðñÝðåé íá ìåéþóïõìå ôéò
áðïóôÜóåéò ôùí åîáñôçìÜôùí, öôÜíïíôáò åíäå÷ïìÝíùò óå õðïáôïìéêÜ åðßðåäá. ¼ôáí
üìùò ãßíåé êÜôé ôÝôïéï ôüôå ïé êáôáóôÜóåéò ôùí åîáñôçìÜôùí èá êõâåñíþíôáé áðü ôçí
áñ÷Þ ôçò áðñïóäéïñéóôßáò ôïõ Heisenberg.

ÅðéðëÝïí ç ßäéá ç ôå÷íïëïãßá êáôáóêåõÞò ôùí ïëïêëçñùìÝíùí êõêëùìÜôùí ìáò
åðéâÜëëåé ðåñéïñéóìïýò ùò ðñïò ôï ôáâÜíé ôçò áðüäïóçò ç ïðïßá ìðïñåß íá åðéôåõ÷èåß.
ÊÜèå ïëïêëçñùìÝíï êýêëùìá áðïâÜëëåé åíÝñãåéá ìå ôç ìïñöÞ èåñìüôçôáò. Ç åíÝñãåéá
áõôÞ èá ðñÝðåé íá áðïìáêñýíåôáé áðü ôï êýêëùìá. ¼ìùò ç éêáíüôçôá ìáò íá
áðïìáêñýíïõìå ôçí ðáñáðÜíù èåñìüôçôá áõîÜíåôáé ìå ìéêñüôåñï ñõèìü óå ó÷Ýóç
ìå ôï ñõèìü ðïõ áõîÜíåôáé ç äçìéïõñãßá ôçò üóï ôï ìÝãåèïò ôùí ïëïêëçñùìÝíùí
êõêëùìÜôùí ìåéþíåôáé [DCM04].

Ç éäÝá ôçò êáôáóêåõÞò êáé ÷ñÞóçò õðïëïãéóôéêþí óõóôçìÜôùí ðïõ èá ÷ñçóéìï-
ðïéïýí öáéíüìåíá êáé íüìïõò ôçò êâáíôéêÞò ìç÷áíéêÞò åßíáé ðëÝïí åõñÝùò äéáäåäïìÝíç
êáé ðëÞèïò åñåõíçôéêþí ðñïóðáèåéþí óôñÝöåôáé ðñïò áõôÞí ôçí êáôåýèõíóç. Ç áñ÷éêÞ
éäÝá ãéá ôçí áíÜðôõîç ôùí êâáíôéêþí õðïëïãéóôþí áíÞêåé óôïí Richard P. Feyn-
man (Âñáâåßï Nobel ÖõóéêÞò, 1965). Áðü äéÜöïñá Üñèñá ðïõ Ý÷ïõí äçìïóéåõôåß
ìÝ÷ñé óÞìåñá, ðñïêýðôåé áíáìöéóâÞôçôá üôé Ýíáò êâáíôéêüò õðïëïãéóôÞò ìðïñåß íá
åêôåëÝóåé õðïëïãéóìïýò ðïëý ðéï ãñÞãïñá êáé áðïôåëåóìáôéêÜ áðü ôá õðïëïãéóôéêÜ
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óõóôÞìáôá ðïõ âáóßæïíôáé óôá ìéêñïçëåêôñïíéêÜ êõêëþìáôá. Ï üñïò êâÜíôï (quan-
tum, ìéêñÞ ðïóüôçôá - ðñïÝñ÷åôáé áðü ôç ëÝîç quantus ðïõ óôá ëáôéíéêÜ óçìáßíåé
ðüóï) áíáöÝñåôáé óå äéáêñéôÝò ìïíÜäåò ðïõ ÷áñáêôçñßæïõí óõãêåêñéìÝíåò öõóéêÝò
ðïóüôçôåò, üðùò ç åíÝñãåéá åíüò áôüìïõ ýëçò óå êáôÜóôáóç çñåìßáò.

Åßíáé ãíùóôü üôé ôá õðïëïãéóôéêÜ óõóôÞìáôá ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýí êâáíôéêÝò ðýëåò
Ý÷ïõí éäéáßôåñåò éäéüôçôåò. Ïé êâáíôéêïß õðïëïãéóôÝò åðéôñÝðïõí ôçí áðïäïôéêÞ
õëïðïßçóç ôùí ðéï ðïëýðëïêùí öõóéêþí óõóôçìÜôùí ðïõ ìðïñïýìå íá öáíôáóôïýìå.
ÅðéôñÝðïõí, åðßóçò, ôçí áðïäïôéêÞ ðáñáãïíôïðïßçóç ìåãÜëùí áêåñáßùí, ìå Üìåóåò
åöáñìïãÝò óôçí êñõðôïãñáößá. Áêüìá, ïé êâáíôéêïß õðïëïãéóôÝò åðéôá÷ýíïõí óç-
ìáíôéêÜ ôç äéáäéêáóßá áíáãíþñéóçò ðñïôýðùí óå ôõ÷áßá äåäïìÝíá.

Ç ìåãÜëç Ýêñçîç óôï ðåäßï ôùí êâáíôéêþí õðïëïãéóôþí Ýëáâå ÷þñá ôï 1994,
üôáí ï Peter Shor äçìïóßåõóå Ýíá êâáíôéêü áëãüñéèìï [Sho97], ï ïðïßïò ìðïñïýóå
óå ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï íá ëýóåé ôï ðñüâëçìá ôçò ðáñáãïíôïðïßçóçò åíüò áêåñáßïõ.
Óôïõò êëáóóéêïýò õðïëïãéóôÝò, ç ðïëõðëïêüôçôá ôçò åðßëõóçò ôïõ ðñïâëÞìáôïò
ôçò ðáñáãïíôïðïßçóçò åíüò áêåñáßïõ óå äýï ðñþôïõò áñéèìïýò áõîÜíåôáé åêèåôéêÜ
áíÜëïãá ìå ôï ðëÞèïò ôùí øçößùí. Ç ðáñáãïíôïðïßçóç åíüò áñéèìïýò óå äýï ðñþôïõò
áñéèìïýò åßíáé éäéáßôåñá óçìáíôéêÞ ãéá ôçí êñõðôïãñáößá êáé åéäéêüôåñá ãéá ôïí
áëãüñéèìï RSA, Ýíáí áëãüñéèìï êñõðôïãñÜöçóçò ðïõ ÷ñçóéìïðïéåßôáé åõñÝùò.

ÌåôÜ ôç äçìïóßåõóç ôïõ áëãïñßèìïõ ôïõ Shor, ðáñïõóéÜóôçêå êáé ï áëãüñéèìïò
ôïõ Lov Grover [Gro96] ãéá áíáæÞôçóç óå ìç äïìçìÝíåò âÜóåéò äåäïìÝíùí. Áí êáé
ç ëýóç ôïõ Grover äåí ðåôõ÷áßíåé ôá åíôõðùóéáêÜ áðïôåëÝóìáôá ðïõ ðåôõ÷áßíåé ï
áëãüñéèìïò ôïõ Shor óå ó÷Ýóç ìå ôïõò êëáóóéêïýò õðïëïãéóôÝò, åßíáé áðïäåäåéãìÝíá
ðéï áðïäïôéêüò áðü ôï âÝëôéóôï áëãüñéèìï ôùí êëáóóéêþí õðïëïãéóôþí ãéá ôï
óõãêåêñéìÝíï ðñüâëçìá.

Óôç óõãêåêñéìÝíç åñãáóßá ìáò åíäéáöÝñåé êõñßùò ï áëãüñéèìïò ôïõ Grover ï
ïðïßïò áðïôåëåß êáé ôç âÜóç ãéá ôïí êâáíôéêü áëãüñéèìï ðïõ áíáðôýîáìå.

7.1 ÂáóéêÝò Ýííïéåò êâáíôéêþí õðïëïãéóìþí

Óå Ýíá êëáóéêü õðïëïãéóôéêü óýóôçìá, ç âáóéêÞ ìïíÜäá ðëçñïöïñßáò åßíáé ôï bit.
¸íá bit ìðïñåß íá ðÜñåé äýï äéáöïñåôéêÝò ôéìÝò: 0 Þ 1.

Óôïõò êâáíôéêïýò õðïëïãéóôÝò (êáé óôïõò áíôßóôïé÷ïõò êâáíôéêïýò õðïëïãéóìïýò)
ç âáóéêÞ ìïíÜäá ðëçñïöïñßáò åßíáé ôï qubit. Ôï qubit Ý÷åé (üðùò êáé ôï êëáóéêü
bit) äýï âáóéêÝò êáôáóôÜóåéò ðïõ óõìâïëßæïíôáé ìå |0 > êáé |1 >. Ïé êáôáóôÜóåéò
áõôÝò áíôéóôïé÷ïýí óôéò êáôáóôÜóåéò 0 êáé 1 ôïõ êëáóéêïý bit. ¸íá qubit üìùò
ìðïñåß íá âñßóêåôáé êáé ôáõôü÷ñïíá óôéò äýï áõôÝò êáôáóôÜóåéò. ÁõôÞ åßíáé êáé ç
èåìåëéþäçò äéáöïñÜ ôïõ qubit ìå ôï bit.

Ãåíéêüôåñá Ýíá êâáíôéêü óýóôçìá ðïõ áðåéêïíßæåôáé áðü Ýíá qubit ìðïñåß íá
âñßóêåôáé óå Üðåéñåò äéáöïñåôéêÝò êáôáóôÜóåéò (ðáñüëï ðïõ ïé âáóéêÝò êáôáóôÜóåéò
åßíáé ìüíï äýï). Óýìöùíá ìå ôéò áñ÷Ýò ôçò êâáíôïìç÷áíéêÞò, ç êáôÜóôáóç åíüò
êâáíôéêïý öõóéêïý óõóôÞìáôïò äýï êáôáóôÜóåùí ðáñéóôÜíåôáé ìå Ýíá äéÜíõóìá
óå Ýíá éäéáßôåñï äéáíõóìáôéêü ÷þñï ðïõ ïíïìÜæåôáé ÷þñïò Hilbert êáé åßíáé Ýíáò
ìéãáäéêüò äéáíõóìáôéêüò ÷þñïò. Ç êáôÜóôáóç åíüò êâáíôéêïý óõóôÞìáôïò ðåñé-
ãñÜöåôáé áðü Ýíá äéÜíõóìá êáôÜóôáóçò ôçò ìïñöÞò: |R >= a|0 > +b|1 >. Ïé
óõíôåëåóôÝò a; b ïñßæïõí ðëÜôç ðéèáíüôçôáò êáé ôï ôåôñÜãùíï ôïõ êÜèå óõíôåëåóôÞ
äßíåé ôçí ðéèáíüôçôá ôï qubit ðïõ áðåéêïíßæåé ôï ðáñáðÜíù êâáíôéêü óýóôçìá íá åßíáé
óôçí êáôÜóôáóç |0 > êáé |1 > áíôßóôïé÷á. Ðñïöáíþò ðñÝðåé íá éó÷ýåé: a2 + b2 = 1.

ÐïëëÝò öïñÝò åßíáé åýêïëï íá áðåéêïíßóïõìå ôá qubits ìå ìïñöÞ ðéíÜêùí. ¸ôóé

ôï ðáñáðÜíù qubit èá ãñáöôåß: |0 >=
[

1
0

]
; |1 >=

[
0
1

]
êáé Üñá: |R >= a|0 >
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+b|1 >= a
[

1
0

]
;+b

[
0
1

]
=

[
a
b

]
. ÃåíéêÜ, üðùò êáé èá äïýìå êáé óôç óõíÝ÷åéá, ç

÷ñÞóç ôùí ðéíÜêùí äéåõêïëýíåé éäéáßôåñá ôïõò õðïëïãéóìïýò êáé èá ÷ñçóéìïðïéçèåß
åêôåíþò.

Ôá ðáñáðÜíù óõíïøßæïíôáé óôïí åðüìåíï ïñéóìü.

Ïñéóìüò 33 ¸óôù üôé èåùñïýìå üôé {|0 >; |1 >} åßíáé ç ïñèïêáíïíéêÞ âÜóç ôïõ
äéäéÜóôáôïõ ÷þñïõ Hilbert. ¸íá qubit (|q >) åßíáé Ýíá êáíïíéêïðïéçìÝíï äéÜíõóìá
óôï ÷þñï Hilbert äýï äéáóôÜóåùí.

|q >= a|0 > +b|1 >= a
[

1
0

]
;+b

[
0
1

]
=

[
a
b

]

üðïõ |a|2 + |b|2 = 1.

Áðü ôá ðáñáðÜíù åßíáé ðñïöáíÝò üôé Ýíá êâáíôéêü óýóôçìá äåí åßíáé íôåôåñìé-
íéóôéêü. ÄçëáäÞ äåí ìðïñïýìå ìå âåâáéüôçôá (óôéò ðåñéóóüôåñåò ðåñéðôþóåéò) íá
ðñïâëÝøïõìå óå ðïéá ðñáãìáôéêÞ êáôÜóôáóç âñßóêåôáé ôï óýóôçìá. Ôï êâáíôéêü
óýóôçìá èá êáôáëÞîåé óå ìéá áðü ôéò âáóéêÝò ôïõ êáôáóôÜóåéò üôáí åðé÷åéñÞóïõìå
íá ìåôñÞóïõìå ôçí êáôÜóôáóç ôïõ (üôáí äçëáäÞ èá ðñïóðáèÞóïõìå íá åðÝìâïõìå óå
áõôü).

Óõíïøßæïíôáò ôá ðñïçãïýìåíá, Ýíá êâáíôéêü óýóôçìá ðïõ åêöñÜæåôáé áðü Ýíá
qubit ìðïñåß íá âñßóêåôáé ôáõôü÷ñïíá êáé óôéò äýï âáóéêÝò ôïõ êáôáóôÜóåéò. Ç
ðéèáíüôçôá íá âñßóêåôáé óôçí êáôÜóôáóç |0 > (äçëáäÞ üôáí èá êÜíïõìå ôç ìÝôñçóç íá
ôï âñïýìå óôçí êáôÜóôáóç |0 >) åßíáé a2. Áíôßóôïé÷á ç ðéèáíüôçôá íá âñßóêåôáé óôçí
êáôÜóôáóç |1 > (äçëáäÞ üôáí èá êÜíïõìå ôç ìÝôñçóç íá ôï âñïýìå óôçí êáôÜóôáóç
|1 >) åßíáé b2. ¼ôáí a2; b2 6= 0 ôüôå ôï êâáíôéêü ìáò óýóôçìá ëÝìå üôé âñßóêåôáé
óå êáôÜóôáóç õðÝñèåóçò (superposition state). ¼ôáí ôï óýóôçìá äåí âñßóêåôáé óå
êáôÜóôáóç õðÝñèåóçò ôüôå ìðïñïýìå ìå áðüëõôç âåâáéüôçôá íá ðñïâëÝøïõìå óå ðïéá
áðü ôéò äýï âáóéêÝò ôïõ êáôáóôÜóåéò âñßóêåôáé.

Åí ãÝíåé ïé óõíôåëåóôÝò a; b åßíáé ìéãáäéêïß áñéèìïß ãéá ôï ëüãï áõôü Ýíá äéÜíõóìá
êáôÜóôáóçò áðåéêïíßæåôáé óå ìéá óöáßñá Bloch. Áí èåùñÞóïõìå Ýíá qubit ôçò ìïñöÞò:
|R >= eiã[cos è2 |0 > +eiö sin è

2 |1 >] = a|0 > +b|1 > ôüôå ç áðåéêüíéóÞ ôïõ óå ìéá
óöáßñá Bloch (Ý÷åé áêôßíá ßóç ìå 1) öáßíåôáé óôçí åéêüíá 7.1. Óôçí áðåéêüíéóç áõôÞ
eiã åßíáé ìéá ãåíéêÞ äéáöïñÜ öÜóçò ç ïðïßá äåí åßíáé ðáñáôçñÞóéìç êáé óõíÞèùò ôçí
áãíïïýìå.

ÐïëëÝò öïñÝò üìùò, ãéá ëüãïõò áðëüôçôáò, ÷ñçóéìïðïéïýìå äéäéÜóôáôç áðåéêüíéóç
üðùò óôçí åéêüíá 7.2. Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ ïé óõíôåëåóôÝò a; b èåùñïýíôáé ùò
ðñáãìáôéêïß áñéèìïß. ¢ëëùóôå áñêåôïß áðü ôïõò êâáíôéêïýò ôåëåóôÝò (êâáíôéêÝò
ðýëåò) äåí åíåñãïýí êáèüëïõ óôç ãùíßá öÜóçò ö, ïðüôå ìðïñïýìå, óõíÞèùò, íá ôçí
áãíïïýìå.

Âåâáßùò ôá ðáñáðÜíù ìðïñïýí íá ãåíéêåõèïýí ãéá êâáíôéêÜ óõóôÞìáôá n âáóéêþí
êáôáóôÜóåùí. Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ ç êáôÜóôáóç åíüò ôÝôïéïõ óõóôÞìáôïò èá ïñßæåôáé
ùò: |R >= a1|T1 > +a2|T2 > ++an|Tn > üðïõ ïé êáôáóôÜóåéò |Ti > ãéá i = 1; : : : ; n
ïñßæïõí ïñäïìïíáäéáßï óýóôçìá êáé åßíáé áíåîÜñôçôåò ìåôáîý ôïõò. ÅðéðëÝïí èá
éó÷ýåé: a2

1 + a2
2 + : : :+ a2

n = 1. Ï ÷þñïò Hilbert ðïõ áðáéôåßôáé ãéá íá áðåéêïíéóôåß
Ýíá ôÝôïéï óýóôçìá åßíáé 2n äéáóôÜóåùí. ¼ðùò êáé óôá êëáóéêÜ õðïëïãéóôéêÜ
óõóôÞìáôá, Ýôóé êáé åäþ, ìðïñïýìå íá ïñßóïõìå êâáíôéêïýò êáôá÷ùñçôÝò ïé ïðïßïé
ìðïñïýí íá áðïôåëïýíôáé áðü n qubits. ¸íáò êâáíôéêüò êáôá÷ùñçôÞò (üðùò êáé Ýíáò
êëáóéêüò) ìðïñåß íá áðåéêïíßóåé 2n äéáöïñåôéêïýò áñéèìïýò. ¼ìùò Ýíáò êâáíôéêïýò
êáôá÷ùñçôÞò ðïõ âñßóêåôáé óå õðÝñèåóç ìðïñåß íá áðåéêïíßóåé üëïõò áõôïýò ôïõò
áñéèìïýò ôáõôü÷ñïíá.
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Åéêüíá 7.1: Ç êáôÜóôáóç åíüò ôõ÷áßïõ qubit |R > áðåéêïíéæüìåíç óå óå ìéá óöáßñá
Bloch. è åßíáé ç ãùíßá ìå ôïí Üîïíá x êáé ö ç ãùíßá ôçò ðñïâïëÞò ôïõ |R > óôï
åðßðåäï xy ìå ôïí Üîïíá x. Ôï |L > åßíáé ôï qubit: (|0 > +|1 >)=21=2.

|R>

b

a

|0>

|1>

Åéêüíá 7.2: ÄéäéÜóôáôç áðåéêüíéóç åíüò qubit.
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Áíôßóôïé÷á ìå ôçí õðÝñèåóç, õðÜñ÷åé êáé Ýíá Üëëï åíäéáöÝñïí öáéíüìåíï, ôï
öáéíüìåíï ôçò êâáíôéêÞò äéåìðëïêÞò (entanglement). Ôï öáéíüìåíï áõôü ìðïñåß íá
åìöáíéóôåß óå Ýíá óýóôçìá ðïõ áðïôåëåßôáé áðü ðåñéóóüôåñá áðü 1 qubits. Äýï
qubits ðïõ âñßóêïíôáé óå êâáíôéêÞ äéåìðëïêÞ åðçñåÜæïõí Üìåóá ôï Ýíá ôçí êâáíôéêÞ
êáôÜóôáóç ôïõ Üëëïõ. Ôï ðáñáðÜíù èá öáíåß êáëýôåñá ìå ôï åðüìåíï ðáñÜäåéãìá.

ÐáñÜäåéãìá 55 ¸óôù Ýíáò êâáíôéêüò êáôá÷ùñçôÞò ðïõ áðïôåëåßôáé áðü äýï qubits.
Ðñïöáíþò õðÜñ÷ïõí ôÝóóåñéò âáóéêÝò êáôáóôÜóåéò ãéá ôïí ðáñáðÜíù êáôá÷ùñçôÞ:
|00 >; |01 >; |10 >; |11 >. Ïé êáôáóôÜóåéò áõôÝò áíôéóôïé÷ïýí óå êÜèå äõíáôü
óõíäõáóìü ôùí âáóéêþí êáôáóôÜóåùí ôùí äýï qubits ôïõ êáôá÷ùñçôÞ. ¸óôù üôé ï
êáôá÷ùñçôÞò áõôüò Ý÷åé ôï ðáñáêÜôù äéÜíõóìá êáôÜóôáóçò:

√
2

2 |00 > +
√

2
2 |11 >.

Áõôü óçìáßíåé üôé ï ðáñáðÜíù êáôá÷ùñçôÞò ìðïñåß íá âñßóêåôáé óôéò êáôáóôÜóåéò
|00 >; |11 > ìå ßäéá ðéèáíüôçôá 50%. Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ ôá äýï qubits ôïõ
êáôá÷ùñçôÞ åßíáé óå êáôÜóôáóç êâáíôéêÞò äéåìðëïêÞò, äéüôé äåí ìðïñïýìå íá ìåôñÞ-
óïõìå ôçí êáôÜóôáóç ôïõ åíüò, ÷ùñßò íá åðçñåÜóïõìå êáé ôçí êáôÜóôáóç ôïõ Üëëïõ.
ÐñÜãìáôé, áí ìåôñÞóïõìå ôï ðñþôï qubit, ôüôå èá ôï âñïýìå ìå ßóç ðéèáíüôçôá åßôå
óôçí êáôÜóôáóç |0 > åßôå óôçí êáôÜóôáóç |1 >. ¼ìùò óôçí ðñþôç ðåñßðôùóç
êáé ôï äåýôåñï qubit èá âñåèåß, óßãïõñá, óôçí êáôÜóôáóç |0 > åíþ óôçí äåýôåñç
ðåñßðôùóç óôçí êáôÜóôáóç |1 >. ÄçëáäÞ óôï óýóôçìÜ ìáò ç êáôÜóôáóç ôïõ åíüò
qubit åðçñåÜæåé Üìåóá ôçí êáôÜóôáóç ôïõ Üëëïõ.

¸íáò êâáíôéêüò ôåëåóôÞò (Þ êâáíôéêÞ ðýëç) åßíáé ïðïéïóäÞðïôå ìáèçìáôéêüò
ìåôáó÷çìáôéóìüò ìðïñåß íá áóêçèåß óå Ýíá êâáíôéêü óýóôçìá (ðïõ áðïôåëåßôáé áðü
qubits êáé åíäå÷ïìÝíùò áðü êâáíôéêïýò êáôá÷ùñçôÝò) êáé íá ìåôáôñÝøåé, ßóùò, ôçí
êáôÜóôáóÞ ôïõ. ÄçëáäÞ ïé êâáíôéêÝò ðýëåò åßíáé ôåëåóôÝò ôïõ ÷þñïõ Hilbert êáé
áõôü ðïõ êÜíïõí åßíáé íá ðåñéóôñÝöïõí ôï äéÜíõóìá êáôÜóôáóçò åíüò êâáíôéêïý
óõóôÞìáôïò ìÝóá óôï ÷þñï Hilbert. Ôïõò êâáíôéêïýò ôåëåóôÝò ôïõò ðåñéãñÜöïõìå
ìå ôç âïÞèåéá ðéíÜêùí n×n üðïõ n åßíáé ï áñéèìüò ôùí åéóüäùí êáé ôùí åîüäùí ôïõ
ôåëåóôÞ.

ÂáóéêÝò ðñïûðïèÝóåéò ãéá íá åßíáé Ýíá ôåëåóôÞò ôïõ ÷þñïõ Hilbert êâáíôéêÞ
ðýëç, åßíáé íá ìç ìåôáâÜëëåé ôï ìÞêïò äéáíýóìáôïò êáôÜóôáóçò êáé íá ôçñåß ôç
÷ñïíéêÞ óõììåôñßá ôùí êâáíôéêþí óõóôçìÜôùí. Ïé ôåëåóôÝò ìå áõôÝò ôéò éäéüôçôåò
ïíïìÜæïíôáé ïñèïìïíáäéáßïé êáé ðåñéãñÜöïíôáé áðü ïñèïìïíáäéáßïõò ðßíáêåò. Ç
÷ñïíéêÞ óõììåôñßá óçìáßíåé üôé áí ìå ìßá êâáíôéêÞ ðýëç G ðïõ áíôéðñïóùðåýåé ôïí
ôåëåóôÞ G áëëÜîïõìå ôçí êáôÜóôáóç åíüò êâáíôéêïý êáôá÷ùñçôÞ áðü |qR1 > óå
|qR2 >, ôüôå ðñÝðåé íá äñÜóïõìå óôçí êáôÜóôáóç |qR2 > ìå ôçí ßäéá ðýëç ãéá íá
ðÜñïõìå ôçí êáôÜóôáóç |qR1 >:

G|qR1 >= |qR2 >
G|qR2 >= |qR1 >

(7.1)

Ôï ðáñáðÜíù âÝâáéá ãåãïíüò õðïäçëþíåé üôé üëåò ïé êâáíôéêÝò ðýëåò ðñÝðåé íá
åßíáé áíôéóôñÝøéìåò. Åðßóçò áõôü ìáò äåß÷íåé üôé ïðïéáäÞðïôå áíôéóôñÝøéìç ðýëç
ìðïñåß íá ãßíåé êáé êâáíôéêüò ôåëåóôÞò.

Ïé ðéï ãíùóôÝò êâáíôéêÝò ðýëåò åßíáé:

• Ç êâáíôéêÞ ðýëç áäñáíåßáò (ìßá åßóïäïò-Ýîïäïò). Åßíáé, ïõóéáóôéêÜ, ç áíôé-
óôñÝøéìç ðýëç áäñáíåßáò ðïõ ðáñïõóéÜóôçêå óå Üëëï êåöÜëáéï. ÐåñéãñÜöåôáé

áðü ôïí ðßíáêá: U = I =
[

10
01

]
.
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• Ç êâáíôéêÞ ðýëç áíôéóôñïöÞò (ìßá åßóïäïò-Ýîïäïò). Åßíáé, ïõóéáóôéêÜ, ç áíôé-
óôñÝøéìç ðýëç áíôéóôñïöÞò ðïõ ðáñïõóéÜóôçêå óå Üëëï êåöÜëáéï. ÐåñéãñÜöåôáé

áðü ôïí ðßíáêá: U =
[

01
10

]
.

• Ç êâáíôéêÞ ðýëç Walsh-Hadamard (ìßá åßóïäïò-Ýîïäïò). H ðéï "äéÜóçìç"
áðü ôéò êâáíôéêÝò ðýëåò. Äñþíôáò óå Ýíá óýóôçìá ðïõ âñßóêåôáé óôç âáóéêÞ
êáôÜóôáóç 0, ôï öÝñíåé óå êáôÜóôáóç õðÝñèåóçò ìå üëåò ôéò äõíáôÝò êáôáóôÜóåéò
íá ìðïñïýí íá ðáñïõóéáóôïýí éóïðßèáíá. ÐåñéãñÜöåôáé áðü ôïí ðßíáêá: U =

H = 1√
2

[
1 1
1 −1

]
.

• Ç êâáíôéêÞ ðýëç ìåôáôüðéóçò öÜóçò (ìßá åßóïäïò-Ýîïäïò). Ç ðýëç áõôÞ áëëÜæåé

ôç ãùíßá öÜóçò ö åíüò qubit. ÐåñéãñÜöåôáé áðü ôïí ðßíáêá: U =
[

10
0e2ðiö

]
.

• Ç êâáíôéêÞ ðýëç CNOT (äýï åßóïäïé-Ýîïäïé). Åßíáé, ïõóéáóôéêÜ, ç áíôéóôñÝøéìç
ðýëç CNOT ðïõ ðáñïõóéÜóôçêå óå Üëëï êåöÜëáéï. ÐåñéãñÜöåôáé áðü ôïí

ðßíáêá: CNOT =




1000
0100
0001
0010


.

• Ç êâáíôéêÞ ðýëç To�oli (ôñåéò åßóïäïé-Ýîïäïé). Áðïôåëåß, ïõóéáóôéêÜ, ôçí
áíôéóôñÝøéìç ðýëç To�oli ðïõ ðáñïõóéÜóôçêå óå Üëëï êåöÜëáéï. ÐåñéãñÜöåôáé

áðü ôïí ðßíáêá: GToffoli =




10000000
01000000
00100000
00010000
00001000
00000100
00000001
00000010




.

¸íáò êâáíôéêüò õðïëïãéóìüò åßíáé ìéá áêïëïõèßá åöáñìïãþí êâáíôéêþí ðõëþí
óå êÜðïéï êâáíôéêü êáôá÷ùñçôÞ. ÓõíÞèùò Ýíáò êâáíôéêüò õðïëïãéóìüò ôåñìáôßæåôáé
ìå ôç ìÝôñçóç (ðáñáôÞñçóç) êÜðïéïõ áðü ôïõò êâáíôéêïýò êáôá÷ùñçôÝò ôïõ óõóôÞ-
ìáôïò. Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ ôï óýóôçìá èá "êáôáññåýóåé" óå ìéá áðü ôéò âáóéêÝò
ôïõ êáôáóôÜóåéò.

7.2 Ï áëãüñéèìïò ôïõ Grover

Ï êâáíôéêüò áëãüñéèìïò ðïõ èá ìáò áðáó÷ïëÞóåé óôç óõãêåêñéìÝíç äéäáêôïñéêÞ
äéáôñéâÞ åßíáé ï áëãüñéèìïò ôïõ Grover. Ï áëãüñéèìïò ðïõ èá ðñïôåßíïõìå âáóßæåôáé
óå áõôüí. Óôçí åíüôçôá áõôÞ äßíïõìå ìéá óýíôïìç ðåñéãñáöÞ ôïõ.

O Lov Grover ìå ôï Üñèñï ôïõ "Ç êâáíôéêÞ ìç÷áíÞ ìðïñåß íá ìáò âïçèÞóåé íá
âñïýìå ìßá âåëüíá óôá Ü÷õñá" áðÝäåéîå üôé Ýíáò êâáíôéêüò õðïëïãéóôÞò ìðïñåß íá ìáò
âïçèÞóåé íá âñïýìå Ýíá óôïé÷åßï óå ìßá ìç äïìçìÝíç âÜóç äåäïìÝíùí Í óôïé÷åßùí,
áí ôçí åñåõíÞóïõìå sqrt(N) öïñÝò. Ç âåëôßùóç ðïõ ðáñÝ÷åé áõôÞ ç ìÝèïäïò åßíáé
éäéáßôåñá óçìáíôéêÞ, ãéáôß óå Ýíáí êëáóóéêü õðïëïãéóôÞ, óôçí êáëýôåñç ðåñßðôùóç,
ôï óôïé÷åßï ìðïñåß íá âñåèåß óôçí ðñþôç ðñïóðÜèåéá áëëÜ óôç ÷åéñüôåñç ðåñßðôùóç

c©ÄçìÞôñéïò Âïõäïýñçò - Åëá÷éóôïðïßçóç åêöñÜóåùí "áðïêëåéóôéêïý Þ" 128



Åíüôçôá 7.2. Ï ÁËÃÏÑÉÈÌÏÓ ÔÏÕ GROVER

ôï óôïé÷åßï ìðïñåß íá âñåèåß ìåôÜ áðü Í ðñïóðÜèåéåò. ÊáôÜ ìÝóï üñï üìùò ãßíïíôáé
Í=2 áíáæçôÞóåéò.

Áíáëõôéêüôåñá ôï ðñüâëçìá ðïõ åðéëýåé ï áëãüñéèìïò ôïõ Grover ðåñéãñÜöåôáé
ùò åîÞò: ¸óôù ìßá ìç äïìçìÝíç âÜóç äåäïìÝíùí ðïõ ðåñéÝ÷åé Í óôïé÷åßá. ÊÜèå
óôïé÷åßï ôçò âÜóçò äåäïìÝíùí Ý÷åé Ýíáí áñéèìü áðü ôï 0 Ýùò ôï Í − 1. Ôï óôïé÷åßï
ðïõ áíôéóôïé÷åß óôïí áñéèìü k óõìâïëßæåôáé ìå xê. ×ùñßò ðåñéïñéóìü ôçò ãåíéêüôçôáò
ìðïñïýìå íá èåùñÞóïõìå:

Í = 2n− 1 ãéá n = 1; 2; 3; : : :.
(Áí Ý÷ïõìå ëéãüôåñá óôïé÷åßá ìðïñïýìå íá ðñïóèÝóïõìå åìåßò üóá ÷ñåéÜæïíôáé

ãéá íá öôÜóïõìå óôïí åðéèõìçôü áñéèìü).
ÊÜèå óôïé÷åßï áíôéóôïé÷åßôáé óå ìßá áðü ôéò âáóéêÝò êáôáóôÜóåéò åíüò êâáíôéêïý

êáôá÷ùñçôÞ ðïõ ðåñéëáìâÜíåé n qubits.
Èåùñïýìå åðßóçò üôé äéáèÝôïõìå Ýíá óýóôçìá ôï ïðïßï ìðïñåß íá áíáãíùñßóåé áí

êÜðïéï óôïé÷åßï åßíáé áõôü ðïõ æçôÜìå Þ ü÷é. Ôï óýóôçìá áõôü ïíïìÜæåôáé oracle
êáé åßíáé ìßá ëïãéêÞ óõíÜñôçóç f . ¸ôóé áí ôï óôïé÷åßï ðïõ øÜ÷íïõìå åßíáé ôï xi,
ôüôå Ý÷ïõìå:

U =
{

1 áí x = xi
0 áí x 6= xi

}
.

Áí êáé äåí ðáñïõóéÜæïíôáé ïé ðýëåò ðïõ õëïðïéïýí ôï êâáíôéêü oracle, üôáí áõôü
äñÜóåé óå Ýíáí êâáíôéêü êáôá÷ùñçôÞ ðïõ âñßóêåôáé óôçí êáôÜóôáóç |xy > , ôüôå:
|xy >= |x > |y >→O |x > |f(x)⊕ y > üðïõ ôï |y > åßíáé ôï qubit ôïõ oracle.

ÊáôÜ ôçí áíáæÞôçóç ôçò âÜóçò äåäïìÝíùí, ôï qubit ôïõ oracle ôßèåôáé óôç âáóéêÞ
êáôÜóôáóç |1 > êáé óôç óõíÝ÷åéá äñá óå áõôü ìßá êâáíôéêÞ ðýëç Çadamard, ç ïðïßá
Ý÷åé óáí áðïôÝëåóìá:

|1 >→O |0>−|1>
sqrt2 .

Áí ôï êâáíôéêü oracle äñÜóåé óå Ýíá ôõ÷áßï óôïé÷åßï ôçò ìç äïìçìÝíçò âÜóçò
äåäïìÝíùí ðïõ áíáðáñßóôáôáé áðü ôçí êáôÜóôáóç ôïõ êâáíôéêïý êáôá÷ùñçôÞ, ôï
áðïôÝëåóìá ðïõ ðñïêýðôåé åßíáé:

|x > ( |0>−|1>sqrt2 ) →0 |x > |f(x)⊕ | |0>−|1>sqrt2
Éóïäýíáìá ç äñÜóç ôïõ êâáíôéêïý oracle ìðïñåß íá ãñáöåß (ëüãù ôçò ìç ìåôáâïëÞò

ôïõ qubit ôïõ oracle):

|x > ( |0>−|1>sqrt2 ) =

{
|x > ( |0>−|1>sqrt2 ) áí x äåí åßíáé ôï óôïé÷åßï ðïõ øÜ÷íïõìå
−|x > ( |0>−|1>sqrt2 ) áí x åßíáé ôï óôïé÷åßï ðïõ øÜ÷íïõìå

}
.

Þ

|x >=
{ |x > áí x äåí åßíáé ôï óôïé÷åßï ðïõ øÜ÷íïõìå

−|x > áí x åßíáé ôï óôïé÷åßï ðïõ øÜ÷íïõìå

}
.

Ðéï óõíïðôéêÜ: |x >→0 (−1)f(x)|x >.
ÓõìðåñáóìáôéêÜ, ôï êâáíôéêü oracle äñá óôéò âáóéêÝò êáôáóôÜóåéò |x > ðïõ

áíôéóôïé÷ïýí óå óôïé÷åßá ôçò ìç äïìçìÝíçò âÜóçò äåäïìÝíùí êáé Ý÷åé óáí áðïôÝëåóìá:

• Áí ç âáóéêÞ êáôÜóôáóç äåí áíôéóôïé÷åß óå êáôÜóôáóç ðïõ øÜ÷íïõìå, ôçí áöÞíåé
üðùò Þôáí.

• Áí ç âáóéêÞ êáôÜóôáóç áíôéóôïé÷åß óå êáôÜóôáóç ðïõ øÜ÷íïõìå, áëëÜæåé ôï
ðñüóçìï ôçò.

Ôï êâáíôéêü oracle åßíáé êáé áõôü Ýíáò ôåëåóôÞò ôïõ ÷þñïõ Hilbert. Áí ôï
óôïé÷åßï ðïõ øÜ÷íïõìå áíôéóôïé÷åß óôçí âáóéêÞ êáôÜóôáóç |xi >, ï ôåëåóôÞò ôïõ
êâáíôéêïý oracle åßíáé: Ô = Î − 2|xiXxi|, üðïõ ç ðñÜîç X óõìâïëßæåé ôï ôáíõóôéêü
ãéíüìåíï.
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Åéêüíá 7.3: Ï áëãüñéèìïò ôïõò Grover.

Ãéá íá åñåõíÞóïõìå ôç ìç äïìçìÝíç âÜóç äåäïìÝíùí ðïõ ðåñéÝ÷åé Í óôïé÷åßá ìå
Ýíáí êâáíôéêü õðïëïãéóôÞ, áíôéóôïé÷ßæïõìå êÜèå Ýíá áðü ôá óôïé÷åßá ìå ìßá áðü ôéò
âáóéêÝò êáôáóôÜóåéò ôïõ êâáíôéêïý êáôá÷ùñçôÞ ðïõ ðåñéëáìâÜíåé n qubits. Ãéá íá
ôï ðåôý÷ïõìå áõôü, èÝôïõìå ôïí êâáíôéêü êáôá÷ùñçôÞ óå ìßá êáôÜóôáóç |s > , ç
ïðïßá åßíáé õðÝñèåóç üëùí ôùí âáóéêþí êáôáóôÜóåùí ìå ôï ßäéï ðëÜôïò ðéèáíüôçôáò:

|s >= 1√
N
|0 > + 1√

N
|1 > + : : :+ 1√

N
|N − 1 >= 1√

N

∑N−1
i=0 |0 >.

Ï ôåëåóôÞò ôïõ Grover åßíáé:
Ĝ = −(Î − 2|sXs|) = 2(sXs))− Î.
Ï áëãüñéèìïò ôïõ Grover åßíáé ìßá äéáäï÷éêÞ åöáñìïãÞ ôùí ôåëåóôþí Ô êáé

Ĝ óôïí êâáíôéêü êáôá÷ùñçôÞ ðåñßðïõ [(ð=4
√
N)] − 0:5 öïñÝò. Ôá âÞìáôá ôïõ

áëãïñßèìïõ åßíáé:

1. ÈÝôïõìå üëá ôá qubits ôïõ êâáíôéêïý êáôá÷ùñçôÞ óå |0 >, äçëáäÞ èÝôïõìå ôïí
êâáíôéêü êáôá÷ùñçôÞ óôçí êáôÜóôáóç |000 : : : 0 >. Óôç óõíÝ÷åéá äñïýìå óå
êÜèå qubit ôïõ êáôá÷ùñçôÞ ìå ìßá ðýëç Hadamard êáé Ýôóé áõôüò ìåôáâáßíåé
óôçí êáôÜóôáóç: |s >= 1√

N

∑N−1
j=0 |xj >. Ç êáôÜóôáóç |s > åßíáé ç õðÝñèåóç

ôùí Í âáóéêþí êáôáóôÜóåùí. ÊÜèå âáóéêÞ êáôÜóôáóç áíôéóôïé÷åßôáé ìå Ýíá
óôïé÷åßï ôçò ìç äïìçìÝíçò âÜóçò äåäïìÝíùí êáé Ýóôù üôé áíáæçôåßôáé ôï óôïé÷åßï
ðïõ áíôéóôïé÷åß óôçí êáôÜóôáóç |xi >.

2. Äñïýìå óôïí êáôá÷ùñçôÞ ìå ôïí ôåëåóôÞ: Ô = Î − 2|xiXxi|
3. Äñïýìå óôïí êâáíôéêü êáôá÷ùñçôÞ ìå ôïí ôåëåóôÞ: Ĝ = −(Î − 2|sXs|) =

2(sXs))− Î

4. Áí ï áñéèìüò ôùí åðáíáëÞøåùí åßíáé ìåãáëýôåñïò Þ ðåñßðïõ ßóïò ìå [(ð=4
√
N)]−

0:5, ôüôå ðñï÷ùñÜìå óôï åðüìåíï âÞìá. Áí ï áñéèìüò ôùí åðáíáëÞøåùí åßíáé
ìéêñüôåñïò, ôüôå áõîÜíåôáé ï áñéèìüò ôùí åðáíáëÞøåùí êáôÜ 1 êáé ï áëãüñéèìïò
åðáíáëáìâÜíåôáé áðü ôï ðñïçãïýìåíï âÞìá.

5. ÔÝëïò, ìåôñÜìå ôçí êáôÜóôáóç ôïõ êâáíôéêïý êáôá÷ùñçôÞ êáé áí ôï æçôïýìåíï
óôïé÷åßï âñßóêåôáé óôç âÜóç ôüôå ç êáôÜóôáóç ôïõ êáôá÷ùñçôÞ áíôéóôïé÷åß óôï
óôïé÷åßï áõôü, äéáöïñåôéêÜ áíôéóôïé÷åß óå êÜðïéá ôõ÷áßá êáôÜóôáóç.

Ó÷çìáôéêÜ ï ðáñáðÜíù áëãüñéèìïò ðáñïõóéÜæåôáé óôçí åéêüíá 7.3.
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7.3 ÐåñéãñáöÞ ðñïôåéíüìåíïõ áëãïñßèìïõ ãéá åëá÷éóôïðïßçóç
ESOP/ESCT åêöñÜóåùí

Ï áëãüñéèìïò ðïõ ðñïôåßíïõìå (QMin) åßíáé óôçí ïõóßá ï áëãüñéèìïò ôïõ Grover
ìå äéáöïñåôéêü Oracle. Åßäáìå óôçí ðåñéãñáöÞ ôïõ áëãïñßèìïõ ôïõ Grover üôé ï
ôåëåóôÞò Oracle áðïöáóßæåé ãéá ôï ðïéá óôïé÷åßá èá åðéëåãïýí þóôå íá åìöáíéóôïýí
óôçí Ýîïäï ôïõ êâáíôéêïý õðïëïãéóìïý êáé ðïéá ü÷é. Óôïí QMin ðñïôåßíïõìå
Ýíá äéáöïñåôéêü ôåëåóôÞ Oracle ï ïðïßïò åîåôÜæåé üëåò ôéò äõíáôÝò ESCT Þ ESOP
åêöñÜóåéò ìéáò ëïãéêÞò óõíÜñôçóçò êáé åðéóôñÝöåé 1 ãéá åêåßíåò ðïõ Ý÷ïõí âÜñïò
êÜôù áðü êÜðïéï üñéï (threshold) êáé 0, Üñá áðïññßðôåé, ôéò õðüëïéðåò. Ï ðñïôåé-
íüìåíïò ôåëåóôÞò Oracle ïõóéáóôéêÜ óôçñßæåôáé óôï Èåþñçìá 10, åíþ ç ëïãéêÞ ôïõ
ðñïôåéíüìåíïõ áëãïñßèìïõ Ý÷åé, ùò êëáóéêü áíÜëïãï, ôïí áëãüñéèìï XMin6.

Ï áëãüñéèìïò QMin ìðïñåß íá ðáñÜãåé åëÜ÷éóôåò ESOP Þ ESCT åêöñÜóåéò ãéá
ïðïéáäÞðïôå ëïãéêÞ óõíÜñôçóç ìïíáäéêÞò åîüäïõ (áõôü ñõèìßæåôáé áðü ôï åßäïò ôùí
LUT ôåëåóôþí ðïõ èá ÷ñçóéìïðïéçèïýí. Ðåñéóóüôåñåò ëåðôïìÝñåéåò ãéá áõôïýò èá
ðáñïõóéáóôïýí óôç óõíÝ÷åéá). Óôï ôÝëïò ôïõ óõãêåêñéìÝíïõ êåöáëáßïõ ï áëãüñéèìïò
QMin èá åðåêôáèåß þóôå íá åíôïðßæåé åëÜ÷éóôåò ESOP Þ ESCT åêöñÜóåéò ãéá áôåëþò
ïñéóìÝíåò ëïãéêÝò óõíáñôÞóåéò ìïíáäéêÞò åîüäïõ. Ï áëãüñéèìïò áõôüò ìðïñåß íá
÷ñçóéìïðïéçèåß êáé ãéá óõíáñôÞóåéò ðïëëþí åîüäùí, ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôï öïñìáëéóìü
ôçò ÷áñáêôçñéóôéêÞò óõíÜñôçóçò ðïõ ðáñïõóéÜóôçêå óå ðñïçãïýìåíï êåöÜëáéï, áëëÜ
óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ ïé ESOP Þ ESCT åêöñÜóåéò ðïõ èá äçìéïõñãçèïýí èá åßíáé
ó÷åäüí åëÜ÷éóôåò.

Ï áëãüñéèìïò QMin ðáñïõóéÜæåôáé óôçí åéêüíá 7.4. H äéáöïñÜ ìå ôïí áëãüñéèìï
ôïõ Grover åßíáé ï äéáöïñåôéêüò ôåëåóôÞò Oracle. Ðáñüìïéá ðñïóÝããéóç åß÷å ðáñïõ-
óéáóôåß êáé óôçí åñãáóßá [LLP06] üðïõ Ýíáò êáéíïýñãéïò ôåëåóôÞò Oracle äçìéïõñãïýóå
êáé åîÝôáæå åêöñÜóåéò FPRM (Fixed Polarity Reed Muller) þóôå íá åíôïðßóåé åêåßíåò
ïé ïðïßåò åß÷áí áñéèìü üñùí êÜôù áðü êÜðïéï êáèïñéóìÝíï üñéï. Ï ôåëåóôÞò Oracle,
ôçò åñãáóßáò [LLP06], áðïôåëåßôáé áðü ôñßá äéáöïñåôéêÜ ôìÞìáôá. Ôï ðñþôï åßíáé
ï åðåîåñãáóôÞò FPRM (FPRM processor) ï ïðïßïò äçìéïõñãåß üëåò ôéò äõíáôÝò
FPRM åêöñÜóåéò ãéá ôç óõíÜñôçóç åéóüäïõ. Ôï äåýôåñï åßíáé áðïôéìçôÞò êüóôïõò
(cost evaluator), ï ïðïßïò âñßóêåé ôï ìÝãåèïò ôçò êÜèå FPRM Ýêöñáóçò. Ôï ôñßôï
êáé ôåëåõôáßï ôìÞìá åßíáé ï óõãêñéôÞò (comparator) ï ïðïßïò åëÝã÷åé ðïéåò áðü ôéò
åêöñÜóåéò Ý÷ïõí áñéèìü üñùí êÜôù áðü ôï üñéï.

Áí åîåôÜóïõìå Ýíáí êëáóéêü áëãüñéèìï åëá÷éóôïðïßçóçò ESCT Þ ESOP åê-
öñÜóåùí, üðùò ôïí XMin6 ãéá åêöñÜóåéò ESCT Þ ôïí áíôßóôïé÷ï áëãüñéèìï ãéá
ESOP óôçí åñãáóßá [TH02], ç êýñéá õðïëïãéóôéêÞ åðéâÜñõíóç ðñïÝñ÷åôáé áðü ôïõò
åðáíáëçðôéêïýò âñüã÷ïõò (ð÷ for loops). Óôï êåíôñéêü åðáíáëçðôéêü âñüã÷ï ôïõ
Xmin6, Ýíá ìåãÜëï ðëÞèïò óõíáñôÞóåùí n − 1 ìåôáâëçôþí (n åßíáé ï áñéèìüò ôùí
ìåôáâëçôþí ôçò óõíÜñôçóçò åéóüäïõ) åíþíïíôáé (äçìéïõñãïýíôáé ôá áèñïßóìáôá á-
ðïêëåéóôéêü Þ) ìå ôéò õðïóõíáñôÞóåéò ôçò óõíÜñôçóçò åéóüäïõ. Áðü ôéò ESCT
åêöñÜóåéò ðïõ èá äçìéïõñãçèïýí, èá åðéëåãïýí åêåßíåò ìå ôï ìéêñüôåñï áñéèìü üñùí
(ïé åëÜ÷éóôåò).

Óôïí ðñïôåéíüìåíï áëãüñéèìï QMin, üëåò ïé ðáñáðÜíù åðáíáëÞøåéò ãßíïíôáé
óå Ýíá êâáíôéêü õðïëïãéóôéêü âÞìá, ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôï öáéíüìåíï ôçò êâáíôéêÞò
õðÝñèåóçò. Áõôü ìáò äßíåé óçìáíôéêÞ åðéôÜ÷õíóç, óå ó÷Ýóç ìå ôï êëáóéêü áíÜëïãï,
êáé ìáò åðéôñÝðåé íá äçìéïõñãïýìå ôá áèñïßóìáôá "áðïêëåéóôéêïý Þ" óå Ýíá õðïëï-
ãéóôéêü âÞìá ÷ùñßò ìÜëéóôá íá ÷ñåéáæüìáóôå ôéò åðéðëÝïí ôå÷íéêÝò åðéôÜ÷õíóçò ðïõ
÷ñçóéìïðïéÞèçêáí óôïí XMin6 (üðùò ð÷ üôé ïé óõíáñôÞóåéò ðïõ èá óõììåôÝ÷ïõí óôá
ðáñáðÜíù áèñïßóìáôá åßíáé áõôÝò ìå âÜñïò ìéêñüôåñï ôïõ âÜñïõò ôçò óõíÜñôçóçò äéá
3. Åäþ åðéëÝãïõìå êÜèå äõíáôÞ óõíÜñôçóç).
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Åéêüíá 7.4: Ï áëãüñéèìïò QMin.
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b
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Expression Estimator

Åéêüíá 7.5: ÔåëåóôÞò Oracle ôïõ QMin.

Ï ðñïôåéíüìåíïò êâáíôéêüò ôåëåóôÞò Oracle öáßíåôáé óôçí åéêüíá 7.5 êáé åßíáé
õðåýèõíïò, áíÜìåóá óå Üëëá, ãéá ôç äçìéïõñãßá ôùí ðñïáíáöåñèÝíôùí áèñïéóìÜôùí
áðïêëåéóôéêïý Þ.

Ðáñáôçñïýìå üôé ï ðñïôåéíüìåíïò ôåëåóôÞò Oracle áðïôåëåßôáé áðü äýï äéáöïñåôéêÜ
ôìÞìáôá. Ôï ðñþôï ïíïìÜæåôáé Expr-Estimator êáé åßíáé áõôü ðïõ õëïðïéåß ôá
ðïñßóìáôá ôïõ ÈåùñÞìáôïò 10. Ôï äåýôåñï ôìÞìá ïíïìÜæåôáé óõãêñéôÞò (com-
parator) êáé óõãêñßíåé ôïí áñéèìü ôùí üñùí êÜèå äçìéïõñãïýìåíçò ESOP Þ ESCT
Ýêöñáóçò ìå Ýíá óõãêåêñéìÝíï üñéï (threshold), ðïõ èÝôïõìå åìåßò. ÅðéóôñÝöåé 1
áí ï ðáñáðÜíù áñéèìüò åßíáé ìéêñüôåñïò Þ ßóïò ìå ôï üñéï êáé 0 óôéò õðüëïéðåò
ðåñéðôþóåéò.

Èá ðåñéãñÜøïõìå êáôáñ÷Þí ôïí Expr-Estimator.
¼ðùò ìðïñïýìå íá ðáñáôçñÞóïõìå ï Expr-Estimator áðïôåëåßôáé áðü 3 äéá-

öïñåôéêÝò ãñáììÝò. Ç ðñþôç áñ÷éêïðïéåßôáé áðü ðýëåò Walsh-Hadamard (âëÝðå
êáé åéêüíá 7.5) êáé ïõóéáóôéêÜ áíôéóôïé÷åß óôç óõíÜñôçóç g ôïõ èåùñÞìáôïò 10.
Ðñïöáíþò óôç ãñáììÞ áõôÞ äçìéïõñãïýíôáé óå õðÝñèåóç ïé MT áíáðáñáóôÜóåéò
üëùí ôùí äõíáôþí óõíáñôÞóåùí n − 1 ìåôáâëçôþí. Ç äåýôåñç êáé ç ôñßôç ãñáììÞ
áñ÷éêïðïéïýíôáé ìå ôéò MT áíáðáñáóôÜóåéò ôùí õðïóõíáñôÞóåùí f1; f0 ôçò óõíÜñôçóçò
åéóüäïõ. Ïé ðýëåò CNOT äçìéïõñãïýí ôá áèñïßóìáôá XOR ôçò ðñþôçò ìå ôç äåýôåñç
ãñáììÞ êáé ôçò ðñþôçò ìå ôçí ôñßôç. Óôçí ïõóßá ï Expr-Estimator õëïðïéåß ôéò ôñåéò
óõíáñôÞóåéò ðïõ áíáöÝñåé ôï èåþñçìá 10: g; f1⊕ g; f0⊕ g. Óýìöùíá ìå ôï Èåþñçìá
áõôü áí åëÝãîïõìå üëåò ôéò äõíáôÝò g óõíáñôÞóåéò, èá âñïýìå üëåò ôéò åëÜ÷éóôåò
ESCT Þ ESOP åêöñÜóåéò ôçò, äåäïìÝíïõ üôé ãíùñßæïõìå ôá ESCT Þ ESOP âÜñç
ôïõò áíôßóôïé÷á. Ôá âÜñç áõôÜ ìáò ôá äßíïõí ïé ôåëåóôÝò LUT.

Ïé ôåëåóôÝò áõôïß ìðïñïýí íá èåùñçèïýí ùò ìáýñá êïõôéÜ ðïõ ðáßñíïõí ùò åßóïäï
ôçí MT áíáðáñÜóôáóç ìéáò óõíÜñôçóçò êáé ìáò åðéóôñÝöïõí ôï ESCT Þ ESOP âÜñïò
ôçò. ¸íáò ôñüðïò íá ôïõò õëïðïéÞóïõìå åßíáé íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôïí ôåëåóôÞ
Expr-Estimator áíáäñïìéêÜ ãéá n − 1; n − 2; : : : ; 2; 1 ìåôáâëçôÝò. Ïé êáôáëçêôéêïß
ôåëåóôÝò ðïõ ôåñìáôßæïõí ôçí áíáäñïìÞ áõôÞ ðáñïõóéÜæïíôáé óôç óõíÝ÷åéá.

ÅÜí èÝëïõìå ï QMin íá ðáñÜãåé åëÜ÷éóôåò ESCT åêöñÜóåéò ãéá ôç óõíÜñôçóç
åéóüäïõ, ôüôå ç áíáäñïìÞ ìáò èá óôáìáôÞóåé óôï åðßðåäï ôùí 2 ìåôáâëçôþí. Ï
áíôßóôïé÷ïò ôåëåóôÞò LUT ðáñïõóéÜæåôáé óôçí åéêüíá 7.4 (êÜôù áñéóôåñÜ). Ôï
êâáíôéêü áõôü êýêëùìá õëïðïéåß ôç óõíÜñôçóç: (x− 1 + x2 + x3 + x4)⊕ x1x2x3x4,
üðïõ xi; i = 1; : : : ; 4 åßíáé ôá qubits ðïõ áíôéóôïé÷ïýí óôçí áíáðáñÜóôáóç MT ôçò
óõíÜñôçóçò åéóüäïõ ôïõ ôåëåóôÞ LUT. ÅðéóôñÝöåé 0 ìüíï ãéá ôéò óõíáñôÞóåéò [0] êáé

c©ÄçìÞôñéïò Âïõäïýñçò - Åëá÷éóôïðïßçóç åêöñÜóåùí "áðïêëåéóôéêïý Þ" 133



Åíüôçôá 7.3. ÐÅÑÉÃÑÁÖÇ ÐÑÏÔÅÉÍÏÌÅÍÏÕ ÁËÃÏÑÉÈÌÏÕ ÃÉÁ ÅËÁ×ÉÓÔÏÐÏÉÇÓÇ ESOP/ESCT
ÅÊÖÑÁÓÅÙÍ

|0>

S1
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Åéêüíá 7.6: ÔåëåóôÞò comparator ãéá 2 qubits.

[F ] êáé 1 óå üëåò ôéò Üëëåò ðåñéðôþóåéò (èõìßæïõìå üôé ôï ESCT âÜñïò ïðïéáóäÞðïôå
óõíÜñôçóçò 2 ìåôáâëçôþí åßíáé 1 åêôüò áí åßíáé óôáèåñÞ).

ÅÜí èÝëïõìå ï QMin íá ðáñÜãåé åëÜ÷éóôåò ESOP åêöñÜóåéò ãéá ôç óõíÜñôçóç
åéóüäïõ, ôüôå ç áíáäñïìÞ ìáò èá óôáìáôÞóåé óôï åðßðåäï ôçò 1 ìåôáâëçôÞò. Ï
áíôßóôïé÷ïò ôåëåóôÞò LUT ðáñïõóéÜæåôáé óôçí åéêüíá 7.4 (êÜôù äåîéÜ). Ôï êâáíôéêü
áõôü êýêëùìá õëïðïéåß ôç óõíÜñôçóç: x1 + x2, üðïõ xi; i = 1; 2 åßíáé ôá qubits
ðïõ áíôéóôïé÷ïýí óôçí áíáðáñÜóôáóç MT ôçò óõíÜñôçóçò åéóüäïõ ôïõ ôåëåóôÞ
LUT. ÅðéóôñÝöåé 0 ìüíï ãéá ôç óõíÜñôçóç [0] êáé 1 óå üëåò ôéò Üëëåò ðåñéðôþóåéò
(èõìßæïõìå üôé ôï ESOP âÜñïò ïðïéáóäÞðïôå óõíÜñôçóçò ìßáò ìåôáâëçôÞò åßíáé 1
åêôüò áí áõôÞ åßíáé 0).

¸÷ïíôáò ëïéðüí ôéò åîüäïõò ôùí ôåëåóôþí LUT Ý÷ïõìå ôá âÜñç ôùí óõíáñôÞóåùí
g; f1⊕g; f0⊕g ãéá üëåò ôéò äõíáôÝò óõíáñôÞóåéò g êáé ìÜëéóôá óå õðÝñèåóç. Óýìöùíá
ëïéðüí ìå ôï Èåþñçìá 10, ãéá íá âñïýìå ôïí áñéèìü ôùí üñùí ãéá ôçí êÜèå ESCT Þ
ESOP Ýêöñáóç ôçò óõíÜñôçóçò åéóüäïõ, ðñÝðåé áðëÜ íá ðñïóèÝóïõìå ôá áðïôåëÝóìáôá
ôùí ôåëåóôþí LUT. Áõôü ãßíåôáé ÷ñçóéìïðïéþíôáò Ýíáí êâáíôéêü áèñïéóôÞ. ÔÝôïéïé
áèñïéóôÝò Ý÷ïõí ðáñïõóéáóôåß óôç äéåèíÞ âéâëéïãñáößá [Gos98].

Ôï Ýôåñï ôìÞìá ôïõ ôåëåóôÞ Oracle åßíáé ï comparator. ¸íáò ôÝôïéïò êâáíôéêüò
ôåëåóôÞò (ãéá 2 qubit) ðáñïõóéÜæåôáé óôçí åéêüíá 7.6. ÐñÝðåé íá óçìåéùèåß üôé ï
comparator äåí ìåôÝ÷åé óôçí áíáäñïìÞ ôïõ Expr-Estimator, áëëÜ ÷ñçóéìïðïéåßôáé
ìüíï ìéá öïñÜ (óôï åðßðåäï ðïõ áíôéóôïé÷åß óôç óõíÜñôçóç åéóüäïõ). Ôï êâáíôéêü
áõôü êýêëùìá óõãêñßíåé ôï áñéèìü ôùí üñùí ôùí ðáñáãïìÝíùí åêöñÜóåùí áðü ôïí
Expr-Estimator ìå ôï threshold êáé åðéóôñÝöåé 1 Þ 0.

ÐáñÜäåéãìá 56 Óôçí åéêüíá 7.7 äßíïõìå ôïí ïëïêëçñùìÝíï ôåëåóôÞ Oracle ðïõ
åíôïðßæåé åëÜ÷éóôåò ESCT åêöñÜóåéò ãéá óõíáñôÞóåéò 4 ìåôáâëçôþí åéóüäïõ.

Óõíïøßæïíôáò ôá ðáñáðÜíù, ç åßóïäïò ôïõ áëãïñßèìïõ åßíáé ìéá óõíÜñôçóç óå
áíáðáñÜóôáóç MT. Ïé Ýîïäïß ôïõ åßíáé ïé a; b; c; q (âëÝðå åéêüíá 7.4) ôïõ ôåëåóôÞ Or-
acle. ÌåôÜ áðü ôéò áðáéôïýìåíåò åðáíáëÞøåéò ôùí ôåëåóôþí Ô; Ĝ ôïõ áëãïñßèìïõ ôïõ
Grover, åêåßíåò ïé åêöñÜóåéò ðïõ Ý÷ïõí áñéèìü üñùí êÜôù áðü ôï threshold Ý÷ïõí,
ðñáêôéêÜ, ðéèáíüôçôá åìöÜíéóçò 1 åíþ ïé õðüëïéðåò Ý÷ïõí ðéèáíüôçôá, ðñáêôéêÜ, 0.
Ìåôñþíôáò ìßá áðü ôéò åîüäïõò ôïõ êâáíôéêïý êõêëþìáôïò QMin, üëåò ïé Ýîïäïé èá
"êáôáññåýóïõí" óå ìéá áðü ôéò âáóéêÝò êáôáóôÜóåéò ðïõ Ý÷ïõí èåôéêÞ ðéèáíüôçôá
åìöÜíéóçò, äçëáäÞ óå ìéá Ýêöñáóç áðü åêåßíåò ðïõ Ý÷ïõí áñéèìü üñùí ìéêñüôåñï Þ
ßóï ôïõ threshold.
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Åíüôçôá 7.3. ÐÅÑÉÃÑÁÖÇ ÐÑÏÔÅÉÍÏÌÅÍÏÕ ÁËÃÏÑÉÈÌÏÕ ÃÉÁ ÅËÁ×ÉÓÔÏÐÏÉÇÓÇ ESOP/ESCT
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Åéêüíá 7.7: ÔåëåóôÞò Oracle áëãïñßèìïõ QMin ãéá åíôïðéóìü åëÜ÷éóôùí ESCT
åêöñÜóåùí óõíáñôÞóåùí 4 ìåôáâëçôþí åéóüäïõ.
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Åíüôçôá 7.4. ÅÐÅÊÔÁÓÇ ÃÉÁ ÁÔÅËÙÓ ÏÑÉÓÌÅÍÅÓ ËÏÃÉÊÅÓ ÓÕÍÁÑÔÇÓÅÉÓ

Ìå ôïí ðáñáðÜíù áëãüñéèìï ìðïñïýìå íá âñïýìå åëÜ÷éóôåò ESOP Þ ESCT
åêöñÜóåéò, ðñáãìáôïðïéþíôáò äéáäï÷éêÝò åêôåëÝóåéò ôïõ QMin ñõèìßæïíôáò óå êÜèå
êáéíïýñãéá åêôÝëåóç, êáôÜëëçëá ôï threshold. Ç áñ÷éêÞ ôéìÞ ôïõ threshold ìðïñåß
íá äùèåß áðü ôç ÷ñÞóç åíüò êëáóéêïý áëãïñßèìïõ ESOP Þ ESCT åëá÷éóôïðïßçóçò
üðùò ï EMin1 Þ o Find Exact.

7.4 ÅðÝêôáóç ãéá áôåëþò ïñéóìÝíåò ëïãéêÝò óõíáñôÞóåéò

Ï ðáñáðÜíù áëãüñéèìïò ìðïñåß, åýêïëá, íá åðåêôáèåß êáé ãéá áôåëþò ïñéóìÝíåò
ëïãéêÝò óõíáñôÞóåéò. Óýìöùíá ìå ôïí ïñéóìü ìéáò áôåëþò ïñéóìÝíçò ëïãéêÞò óõ-
íÜñôçóçò êÜðïéïé áðü ôïõò åëá÷éóôüñïõò ôçò âñßóêïíôáé óôï ON set, êÜðïéïé óôï
OFF set êáé êÜðïéïé óôï DC set (åßíáé áäéÜöïñïé).

¸íáò åëá÷éóôüñïò åßíáé áäéÜöïñïò üôáí äåí Ý÷åé êáìéÜ óçìáóßá áí èá ôïí ôïðïèå-
ôÞóïõìå óôï ON set Þ óôï OFF set ôçò óõíÜñôçóçò. Ìðïñåß, âÝâáéá, ôï ãåãïíüò áõôü
íá ìçí Ý÷åé êáìéÜ óçìáóßá ãéá ôç óõíÜñôçóç, áëëÜ åðçñåÜæåé Üìåóá ôï âÜñïò ôçò.
ÊáôÜ óõíÝðåéá óôçí MT áíáðáñÜóôáóç ôçò óõíÜñôçóçò, Ýíáò áäéÜöïñïò åëá÷éóôüñïò
ìðïñåß íá Ý÷åé ôéìÞ 1 Þ 0 áíÜëïãá ìå ôï ðïéá ôéìÞ äßíåé ìéêñüôåñï âÜñïò.

Ãéá íá âñïýìå ôï âÜñïò ìéáò áôåëþò ïñéóìÝíçò ëïãéêÞò óõíÜñôçóçò ðñÝðåé íá
èÝóïõìå, äéáäï÷éêÜ, êÜèå áäéÜöïñï åëá÷éóôüñï óôï ON set êáé óôï OFF set êáé íá
äïýìå ðïéá ðåñßðôùóç ìáò äßíåé ìéêñüôåñï âÜñïò. Ç äéáäéêáóßá áõôÞ åßíáé åîáéñåôéêÜ
÷ñïíïâüñá êáé áðáéôçôéêÞ ãéá Ýíáí êëáóéêü õðïëïãéóôÞ, åßíáé üìùò ðïëý áðëÞ ãéá
Ýíáí êâáíôéêü õðïëïãéóôÞ.

Ç åðÝêôáóç ôïõ QMin åßíáé áðëÞ. Áñêåß íá ðñïóèÝóïõìå ìéá óåéñÜ áðü ðýëåò
Walsh-Hadamard óôéò ãñáììÝò ðïõ äßíïõí ôçí ÌÔ áíáðáñÜóôáóç ôçò óõíÜñôçóçò
åéóüäïõ ìáò, êáé ãéá åêåßíïõò ôïõò åëá÷éóôüñïõò ðïõ åßíáé áäéÜöïñïé. Áõôü ìáò èÝôåé
ôá qubits ðïõ áíôéóôïé÷ïýí óôïõò áäéÜöïñïõò åëá÷éóôüñïõò óå êáôÜóôáóç õðÝñèåóçò
(äçëáäÞ åßíáé êáé 0 êáé 1, áêñéâþò üðùò ï ïñéóìüò ôùí áäéÜöïñùí åëá÷éóôüñùí). Ïé
åêöñÜóåéò ðïõ èá äçìéïõñãçèïýí èá åßíáé ïé åëÜ÷éóôåò ëáìâÜíïíôáò õðüøçí êáé ôïõò
áäéÜöïñïõò åëá÷éóôüñïõò.

Ç ôñïðïðïßçóç áõôÞ ôïõ QMin ïäçãåß óôïí áëãüñéèìï DCQMin. Ï áëãüñéèìïò
áõôüò ðáñïõóéÜæåôáé óôçí åéêüíá 7.8 (öáßíïíôáé ìüíï ïé äéáöïñÝò áðü ôïí QMin).

7.5 ÅðÝêôáóç ãéá óõíáñôÞóåéò ðïëëþí åîüäùí

Ï ðñïôåéíüìåíïò êâáíôéêüò áëãüñéèìïò DCQMin ìðïñåß åýêïëá íá åðåêôáèåß ãéá
ëïãéêÝò óõíáñôÞóåéò ðïëëþí åîüäùí ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôç ÷áñáêôçñéóôéêÞ óõíÜñôçóç
êáé ðéï óõãêåêñéìÝíá ôç 2ç ðñïóÝããéóç ðïõ ðáñïõóéÜóèçêå óôçí Åíüôçôá 5.1.2.
O êáéíïýñãéïò áëãüñéèìïò ïíïìÜæåôáé MOQMin êáé áðïôåëåß ôç ãåíéêüôåñç ìïñöÞ
üëùí ôùí áëãïñßèìùí ðïõ ðáñïõóéÜóèçêáí óôï êåöÜëáéï áõôü áöïý åëá÷éóôïðïéåß
áôåëþò ïñéóìÝíåò óõíáñôÞóåéò ðïëëþí åîüäùí êáé ðáñÜãåé ESOP Þ ESCT åêöñÜóåéò.
Ï áëãüñéèìïò MOQMin åßíáé ßäéïò ìå ôïí DCQMin åêôüò áðü ôï åðßðåäï ôùí
êáôáëçêôéêþí ôåëåóôþí LUT (óôï åðßðåäï äçëáäÞ ðïõ ôåëåéþíåé ç áíáäñïìÞ). Óôï
óçìåßï áõôü ôçò áíáäñïìÞò ïé óõíáñôÞóåéò áíôéóôïé÷ïýí óå ðïëý-ôéìåò ìåôáâëçôÝò
ôçò ÷áñáêôçñéóôéêÞò óõíÜñôçóçò. Ïé êáôáëçêôéêïß ôåëåóôÝò ðïõ ôåñìáôßæïõí ôçí
áíáäñïìÞ åîáñôþíôáé áðü ôïí áñéèìü ôùí åîüäùí ôçò óõíÜñôçóçò åéóüäïõ êáé áêï-
ëïõèïýí Ýíá óõãêåêñéìÝíï ìïôßâï.

Ãéá ôçí ðåñßðôùóç ôùí åêöñÜóåùí ESOP ðñÝðåé íá õëïðïéçèåß ç ðñÜîç "ëïãéêü
Þ" ãéáôß ôï âÜñïò ôïõ literal ôçò ðïëý-ôéìçò ìåôáâëçôÞò åßíáé 0 ìüíï üôáí áõôÞ
åßíáé 0 êáé 1 óå üëåò ôéò õðüëïéðåò ðåñéðôþóåéò. Áõôü ìðïñåß íá õëïðïéçèåß åýêïëá
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Åíüôçôá 7.5. ÅÐÅÊÔÁÓÇ ÃÉÁ ÓÕÍÁÑÔÇÓÅÉÓ ÐÏËËÙÍ ÅÎÏÄÙÍ
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Åéêüíá 7.8: Áëãüñéèìïò DCQMin.
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Åíüôçôá 7.6. ÈÅÙÑÇÔÉÊÇ ÐÏËÕÐËÏÊÏÔÇÔÁ ÐÑÏÔÅÉÍÏÌÅÍÙÍ ÊÂÁÍÔÉÊÙÍ ÁËÃÏÑÉÈÌÙÍ
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Åéêüíá 7.9: Êáôáëçêôéêïß ôåëåóôÝò MOQMin.

÷ñçóéìïðïéþíôáò ìéá êâáíôéêÞ ðýëç To�oli, üðïõ ôï/ôá qubits åëÝã÷ïõ ôçò åßíáé ßóá
ìå ôï 0, ìáæß ìå ôéò áðáñáßôçôåò ðýëåò CNOT. Ãéá ôçí ðåñßðôùóç ôùí åêöñÜóåùí
ESCT ï ßäéïò ôåëåóôÞò åßíáé åëáöñÜ ðéï ðïëýðëïêïò. Ïé ìüíåò ðåñéðôþóåéò óôéò
ïðïßåò ôï âÜñïò èåùñåßôáé ßóï ìå ôï 0 åßíáé üôáí ç ðïëý-ôéìç ìåôáâëçôÞ åßíáé ßóç ìå ôï
0 Þ ßóç ìå ôï 1. Óå üëåò ôéò õðüëïéðåò ðåñéðôþóåéò ôï âÜñïò ôçò ðïëý-ôéìç ìåôáâëçôÞò
èåùñåßôáé ßóï ìå 1. ¸ôóé ï êáôáëçêôéêüò ôåëåóôÞò ãéá ESCT åêöñÜóåéò ìðïñåß íá
õëïðïéçèåß ÷ñçóéìïðïéþíôáò äýï êâáíôéêÝò ðýëåò To�oli êáé ôéò áðáñáßôçôåò ðýëåò
CNOT. Ï áñéèìüò ôùí qubits ôùí ðáñáðÜíù ôåëåóôþí LUT åîáñôþíôáé áðü ôïí
áñéèìü ôùí åîüäùí ôçò óõíÜñôçóçò åéóüäïõ.

Ç ãåíéêÞ ìïñöÞ ôùí ðáñáðÜíù êáôáëçêôéêþí ôåëåóôþí LUT ðáñïõóéÜæåôáé óôçí
Åéêüíá 7.9.

7.6 ÈåùñçôéêÞ ðïëõðëïêüôçôá ðñïôåéíüìåíùí êâáíôéêþí áë-
ãïñßèìùí

¼ðùò öÜíçêå óôçí Åíüôçôá 4.4.1 ç èåùñçôéêÞ ðïëõðëïêüôçôá ôïõ óõìâáôéêïý áë-
ãïñßèìïõ XMin, äåäïìÝíçò ëïãéêÞò óõíÜñôçóçò åéóüäïõ n ìåôáâëçôþí åéóüäïõ, åßíáé
Ï(22n).

Óôïí êâáíôéêü áëãüñéèìï MOQMIN ç õðïëïãéæüìåíç ÷ñïíéêÞ ðïëõðëïêüôçôá
ðñïÝñ÷åôáé ôüóï áðü ôéò åðáíáëÞøåéò ôïõ áëãïñßèìïõ ôïõ Grover üóï êáé áðü ôïõò
êâáíôéêïýò ôåëåóôÝò ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýíôáé ãéá ôïí õðïëïãéóìü ôùí äéáöüñùí öÜóåùí
ôïõ ôåëåóôÞ Oracle. Èåùñåßôáé üôé êÜèå êâáíôéêüò ôåëåóôÞò Ý÷åé ÷ñïíéêÞ ðïëõðëïêü-
ôçôá óôáèåñÞ êáé ßóç ìå 1. Åßíáé ãíùóôü üôé ï áëãüñéèìïò ôïõ Grover åðáíáëáìâÜíåé
ôïí ôåëåóôÞ Oracle ãéá

√
Í öïñÝò üðïõÍ åßíáé ï áñéèìüò üëùí ôùí äõíáôþí óôïé÷åßùí.

Èõìßæïõìå üôé óôïí áëãüñéèìü ìáò ï Grover åöáñìüæåôáé óôç Ýîïäï ãéá ôï âÜñïò ôçò
óõíÜñôçóçò åéóüäïõ. ÊáôÜ óõíÝðåéá áí Ý÷ïõìå K bits ãéá ôçí áðåéêüíéóç ôïõ âÜñïõò
ôçò óõíÜñôçóçò åéóüäïõ ôüôå üëá ôá äéáöïñåôéêÜ "âÜñç" ðïõ ìðïñïýí íá ðñïêýøïõí
åßíáé 2N êáé êáôÜ óõíÝðåéá ÷ñåéÜæïíôáé Ï(

√
2N ) åðáíáëÞøåéò ôïõ ôåëåóôÞ Oracle.

ÌÝíåé ëïéðüí íá õðïëïãéóôåß ç ðïëõðëïêüôçôá ôïõ ôåëåóôÞ Oracle. ËáìâÜíïíôáò
õðüøçí ôçí áíáäñïìéêÞ öýóç ôïõ ðñïôåéíüìåíïõ ôåëåóôÞ Oracle ôïõ áëãïñßèìïõ MO-
QMIN éó÷ýåé: O(1 + (1 + (: : : + (1 + 3 + K0log(K0)) + : : :) + Kn−1log(Kn−1)) +
Knlog(Kn)) + C, üðïõ Ki êáé K åßíáé ï áñéèìüò ôùí qubits ðïõ áðáéôïýíôáé ãéá
ôçí áðåéêüíéóç ôïõ âÜñïõò ôçò óõíÜñôçóçò óôï êÜèå åðßðåäï ôçò áíáäñïìÞò êáé C
åßíáé ï áñéèìüò ôùí âçìÜôùí ðïõ áðáéôïýíôáé áðü ôïí óõãêñéôÞ (Comparator). Óôï
ôÝëïò ôçò áíáäñïìÞò (åðßðåäï 2 ìåôáâëçôþí ãéá ôéò åêöñÜóåéò ESCT êáé åðßðåäï 1
ìåôáâëçôÞò ãéá ôéò åêöñÜóåéò ESOP) ç ðïëõðëïêüôçôá ôïõ êáôáëçêôéêïý ôåëåóôÞ
LUT åßíáé: O(1 + 3 + K0log(K0)) (ðñïêýðôåé åýêïëá áðü ôçí Åéêüíá 7.4). ÔÝëïò
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Åíüôçôá 7.6. ÈÅÙÑÇÔÉÊÇ ÐÏËÕÐËÏÊÏÔÇÔÁ ÐÑÏÔÅÉÍÏÌÅÍÙÍ ÊÂÁÍÔÉÊÙÍ ÁËÃÏÑÉÈÌÙÍ

ç ðïëõðëïêüôçôá ôïõ áèñïéóôÞ åßíáé Ï(Êilog(Ki)). ¸ôóé ç ðïëõðëïêüôçôá ôïõ
áëãïñßèìïõ MOQMIN åßíáé: O(

√
2K(1 + (1 + (: : : + (1 + 3 + K0log(K0)) + : : :) +

Kn−1log(Kn−1)) +Knlog(Kn)) + C) = O(2K=2 · (n+
∑n

i=0Kilog(Ki))).
×ñçóéìïðïéþíôáò ôï áíÜðôõãìá Shannon 2.1 ìðïñïýìå åýêïëá íá õðïëïãßóïõìå

ôï ÷åéñüôåñï Üíù üñéï ãéá ôá âÜñç K êáé Ki ãéá óõíáñôÞóåéò ìå ðåñéóóüôåñåò áðü
ìßá ìåôáâëçôÝò åéóüäïõ. Éó÷ýåé: K ≤ log(2n) ≤ n (äåäïìÝíïõ üôé ôï âÜñïò åßíáé
ôï ðïëý 1 ãéá óõíÜñôçóç ìéáò ìåôáâëçôÞò åéóüäïõ). ÊáôÜ óõíÝðåéá ç èåùñçôéêÞ
ðïëõðëïêüôçôá åßíáé O(2n).

Óõãêñßíïíôáò ôç ðïëõðëïêüôçôá ôïõ óõìâáôéêïý êáé ôïõ êâáíôéêïý áëãïñßèìïõ
ðáñáôçñåßôáé üôé ç ðïëõðëïêüôçôá ôïõ ðñïâëÞìáôïò ìåéþíåôáé áðü äéðëÜ åêèåôéêÞ
óå áðëÜ åêèåôéêÞ, êÜôé ðïõ åßíáé éäéáßôåñá óçìáíôéêÞ âåëôßùóç. Ðáñüëá áõôÜ ôï
ðñüâëçìá óõíå÷ßæåé íá ðáñáìÝíåé éäéáßôåñá äýóêïëï.
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ÊåöÜëáéï 8

Ðñïçãïýìåíåò åñãáóßåò

I think there is a world market for maybe �ve
computers.

Author: Thomas Watson [IBM chairman, 1843]

Óôï êåöÜëáéï áõôü ãßíåôáé áíáöïñÜ óôéò ðñïçãïýìåíåò åñãáóßåò óôï ÷þñï
ôçò åëá÷éóôïðïßçóçò åêöñÜóåùí "áðïêëåéóôéêïý Þ". ÅðåéäÞ ç óõãêåêñéìÝíç
äéäáêôïñéêÞ äéáôñéâÞ áó÷ïëåßôáé êõñßùò ìå ôçí åëá÷éóôïðïßçóç åêöñÜóåùí

ESCT, ïé åñãáóßåò ðïõ èá ðáñïõóéáóôïýí áó÷ïëïýíôáé ðñùôßóôùò ìå ôçí åëá÷éóôï-
ðïßçóç ôÝôïéùí åêöñÜóåùí Þ ðáñåìöåñþí ôïõò. Ðáñüëá áõôÜ èá ãßíåé êáé ìéá óýíôïìç
áíáöïñÜ óôéò óçìáíôéêüôåñåò åñãáóßåò óôï ÷þñï ôçò åëá÷éóôïðïßçóçò åêöñÜóåùí
ESOP.

8.1 Åëá÷éóôïðïßçóç åêöñÜóåùí ESOP.

Óôçí åíüôçôá áõôÞ åðé÷åéñåßôáé ìéá óýíôïìç áíáöïñÜ óôéò óçìáíôéêüôåñåò åñãáóßåò
óôï ÷þñï ôçò åëá÷éóôïðïßçóçò åêöñÜóåùí ESOP. ÊÜðïéåò áðü ôéò åñãáóßåò áöïñïýí
áëãïñßèìïõò ðïõ äßíïõí áêñéâåßò ESOP åêöñÜóåéò åíþ Üëëåò áöïñïýí áëãïñßèìïõò
ðïõ äßíïõí åõñéóôéêÝò ëýóåéò. ÓçìáíôéêÝò åñãáóßåò óôï ÷þñï ôüóï ôçò áêñéâïýò
üóï êáé ôçò åõñéóôéêÞò åëá÷éóôïðïßçóçò áðïôåëïýí ïé [SP02, SP03, SP04, Pap81]
ïé ïðïßåò üìùò áðïôåëïýí ðñïãåíÝóôåñç åñãáóßá ôùí ðïñéóìÜôùí ãéá ôçí ESOP
åëá÷éóôïðïßçóç ðïõ ðáñïõóéÜæïíôáé óôç óõãêåêñéìÝíç äéäáêôïñéêÞ äéáôñéâÞ, ïðüôå
êáëýðôïíôáé áðü ôï ó÷åôéêü êåöÜëáéï ôçò ESOP åëá÷éóôïðïßçóçò.

8.1.1 ÊëÜóåéò Éóïäõíáìßáò (Koda, Sasao)

¸óôù [
f0

f1

]

ç äéáíõóìáôéêÞ áíáðáñÜóôáóç ôçò: f = x̄f0 +xf1. ¸óôù áêüìá Ýíáò 2X2 äõáäéêüò

ðßíáêáò M ìå |Ì | 6= 0. Ôüôå ç
[
g0
g1

]
= M

[
f0

f1

]
ïñßæåé Ýíá ìåôáó÷çìáôéóìü åðß

ôçò f .
Ìéá ó÷Ýóç éóïäõíáìßáò LP áíÜìåóá óôéò óõíáñôÞóåéò ((g0; g1); (f0; f1)) n ìåôáâ-

ëçôþí åßíáé ìéá áíôéóôïß÷éóç ðïõ ðñïêýðôåé åßôå åöáñìüæïíôáò ôçí ðáñáðÜíù ó÷Ýóç
ãéá äõáäéêïýò ðßíáêåò ìå |Ì | 6= 0 åßôå áðëÜ áíôéìåôáèÝôïíôáò Ýíá Þ ðåñéóóüôåñá
æåýãç ìåôáâëçôþí óå ìéá óõíÜñôçóç f .
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Åíüôçôá 8.1. ÅËÁ×ÉÓÔÏÐÏÉÇÓÇ ÅÊÖÑÁÓÅÙÍ ESOP.

Ìéá ó÷Ýóç éóïäõíáìßáò LP äéáìåñßæåé ôï ÷þñï ôùí óõíáñôÞóåùí óå êëÜóåéò
óõíáñôÞóåùí LP. ¼ëåò ïé óõíáñôÞóåéò ìÝóá óå ìéá êëÜóç LP Ý÷ïõí ôï ßäéï ESOP
âÜñïò.

Åßíáé äõíáôüí íá ïñéóôåß ìéá ïëéêÞ äéÜôáîç ìåôáîý üëùí ôùí äõíáôþí ESOP
ðáñáóôÜóåùí óõíáñôÞóåùí n ìåôáâëçôþí. ÂÜóåé ìéáò ôÝôïéáò äéÜôáîçò åßíáé äõíáôüí
íá åðéëå÷èåß ìéá óõíÜñôçóç áðü êÜèå êëÜóç éóïäõíáìßáò ç ïðïßá ôçí ÷áñáêôçñßæåé
(÷áñáêôçñéóôéêÞ óõíÜñôçóçò ôçò êëÜóçò éóïäõíáìßáò). Åßíáé åðßóçò äõíáôüí íá
åíôïðéóôåß ó÷åôéêÜ áðïäïôéêüò áëãüñéèìïò ï ïðïßïò, äåäïìÝíïõ ìéáò ôõ÷áßáò óõ-
íÜñôçóçò, íá ìáò åðéóôñÝöåé ôç ÷áñáêôçñéóôéêÞ ôçò êëÜóçò LP óôçí ïðïßá ç ðñþôç
áíÞêåé.

Åßíáé ðñïöáíÝò üôé Ý÷ïíôáò ôá âÜñç üëùí ôùí ÷áñáêôçñéóôéêþí óõíáñôÞóåùí ôùí
êëÜóåùí éóïäõíáìßáò LP ìÝ÷ñé n ìåôáâëçôÝò åéóüäïõ êáé ôïí ðáñáðÜíù áðïäïôéêü
áëãüñéèìï ãéá ôçí åýñåóç ôçò ÷áñáêôçñéóôéêÞò óõíÜñôçóçò, ìðïñïýìå íá âñïýìå,
ó÷åôéêÜ åýêïëá, ôï âÜñïò ïðïéáóäÞðïôå ëïãéêÞò óõíÜñôçóçò ìå ôï ðïëý n ìåôáâëçôÝò
åéóüäïõ.

Óôçí åñãáóßá áõôÞ ïñßæåôáé, åðßóçò, áëãüñéèìïò ï ïðïßïò ìðïñåß íá âñåé ôá âÜñç
üëùí ôùí ÷áñáêôçñéóôéêþí óõíáñôÞóåùí ôùí êëÜóåùí LP ìå áñéèìü ìåôáâëçôþí
åéóüäïõ ôï ðïëý n êáé âÜñïò ôï ðïëý t. Óôçñßæåôáé óôçí åîáíôëçôéêÞ áíáæÞôçóç üñùí
ïé ïðïßïé áõîÜíïõí ôï âÜñïò ôùí Þäç õðïëïãéóìÝíùí ÷áñáêôçñéóôéêþí óõíáñôÞóåùí
êáôÜ 1. Äõóôõ÷þò ï áëãüñéèìïò áõôüò ãßíåôáé ìç ðñáêôéêüò üóï ï áñéèìüò ôùí
ìåôáâëçôþí åéóüäïõ áõîÜíåôáé, áöïý ï áñéèìüò ôùí êëÜóåùí éóïäõíáìßáò áõîÜíåôáé,
áíôßóôïé÷á, åêèåôéêÜ.

8.1.2 ÁêñéâÞò åëá÷éóôïðïßçóç ESOP (Hirayama, Nishitani, Sato)

¸óôù ëïãéêÞ óõíÜñôçóç n ìåôáâëçôþí. ÊÜèå åëÜ÷éóôç ESOP Ýêöñáóç ìðïñåß íá
ãñáöôåß óôçí ðáñáêÜôù ìïñöÞ:

f = xFA ⊕ x̄FB ⊕ FC
üðïõ f1 = FA⊕FC ; f0 = FB⊕FC . ¸óôù, åðßóçò, üôé ôá âÜñç ôùí õðïóõíáñôÞóåùí

f0; f1 åßíáé ãíùóôÜ. Ôüôå éó÷ýåé: w(f) = min∀g(w(f0⊕g)+w(f1⊕g)+w(g)), üðïõ
g êÜèå äõíáôÞ ëïãéêÞ óõíÜñôçóç n− 1 ìåôáâëçôþí åéóüäïõ.

Ç ðáñáðÜíù ó÷Ýóç ïäçãåß óôç äçìéïõñãßá áíáäñïìéêïý áëãïñßèìïõ ï ïðïßïò
åîåôÜæåé üëåò ôéò äõíáôÝò ëïãéêÝò óõíáñôÞóåéò n − 1 ìåôáâëçôþí, þóôå íá âñåé ôï
âÜñïò ìéáò ëïãéêÞò óõíÜñôçóçò n åéóüäùí.

Õðåíèõìßæåôáé üôé ï áñéèìüò ôùí óõíáñôÞóåùí g åßíáé 22n−1 êáé ìåãáëþíåé áðüôïìá
üóï ï áñéèìüò n áõîÜíåôáé. Óôçí åñãáóßá áõôÞ äßíïíôáé, åðßóçò, êáíüíåò þóôå
íá ìåéùèåß ï ÷þñïò áíáæÞôçóçò ôùí ðáñáðÜíù óõíáñôÞóåùí. ÐÜíôùò ãéá áñéèìü
ìåôáâëçôþí ìåãáëýôåñï Þ ßóï ôïõ 7 ôï ðñüâëçìá ãßíåôáé ìç åðéëýóéìï.

8.1.3 Exorcism-4 (Helliwell, Song, Mishchenko, Perkowski)

¸óôù x1; x2 äýï ðïëý-ôéìåò ëïãéêÝò ìåôáâëçôÝò. Éó÷ýåé:

xS1
1 xS2

2 ⊕ xR1
1 xR2

2 =
= (xS1

1 xS2⊕R2
2 ⊕ xS1

1 xR2
2 )⊕ xR1

1 xR2
2

= xS1
1 xS2⊕R2

2 ⊕ (xS1
1 xR2

2 ⊕ xR1
1 xR2

2 )
= xS1

1 xS2⊕R2
2 ⊕ xS1⊕R1

1 xR2
2

Ðáñáôçñïýìå äçëáäÞ üôé äýï ëïãéêÜ ãéíüìåíá ìå äéáöïñÜ óå äýï ìåôáâëçôÝò
ìðïñïýí íá ìåôáó÷çìáôéóôïýí óå äýï êáéíïýñãéá ëïãéêÜ ãéíüìåíá ðïõ Ý÷ïõí äéáöï-
ñåôéêÜ literals óå áõôÝò áêñéâþò ôéò ìåôáâëçôÝò.
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Åíüôçôá 8.2. ÅËÁ×ÉÓÔÏÐÏÉÇÓÇ ÅÊÖÑÁÓÅÙÍ ESCT Ç ÐÁÑÅÌÖÅÑÙÍ ÔÏÕÓ.

Ç ðáñáðÜíù ó÷Ýóç ìðïñåß íá ãåíéêåõôåß ãéá ëïãéêïýò üñïõò ðïõ äéáöÝñïõí óå
ðáñáðÜíù áðü äýï ìåôáâëçôÝò. Ï ìåôáó÷çìáôéóìüò áõôüò ïíïìÜæåôáé Exorlink êáé
óôç ãåíéêÞ ôïõ ìïñöÞ åßíáé:

xS1
1 xS2

2 : : : xSnn ⊕ xR1
1 xR2

2 : : : xRnn =
∑n

i=1⊕(xS1
1 : : : xSi⊕Rii−1 : : : xRnn )

Ï ìåôáó÷çìáôéóìüò exorlink äÝ÷åôáé, óôç ãåíéêÞ ôïõ ìïñöÞ, äýï ëïãéêÜ ãéíüìåíá
ìå áðüóôáóç d êáé ìðïñåß íá ðáñÜãåé d äéáöïñåôéêÜ ëïãéêÜ ãéíüìåíá.

Ï ðáñáðÜíù ìåôáó÷çìáôéóìüò ÷ñçóéìïðïéåßôáé óôïí áëãüñéèìï exorcism-4 [MP01]
ï ïðïßïò, äåäïìÝíçò ìéáò áñ÷éêÞò ESOP Ýêöñáóçò, áíÜãåé áíÜ äýï ëïãéêÜ ãéíüìåíá
ìå áðüóôáóç ôï ðïëý 4 óå ôÝóóåñá äéáöïñåôéêÜ ëïãéêÜ ãéíüìåíá. Ôá ðáñáãüìåíá
ëïãéêÜ ãéíüìåíá åíäå÷ïìÝíùò íá åíþíïíôáé ðéï åýêïëá ìå Üëëá óôçí áñ÷éêÞ Ýêöñáóç.

Ìßá áêüìá åöáñìïãÞ ôïõ ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý exorlink åßíáé óôïí áëãüñéèìï
exorcism-mv2 [Son92] ôùí N. Song, M. Perkowski. Ï áëãüñéèìïò áõôüò ÷ñçóéìïðïé-
åßôáé ãéá ôçí åõñéóôéêÞ ESOP åëá÷éóôïðïßçóç áôåëþò ïñéóìÝíùí ëïãéêþí óõíáñôÞóåùí.
Ëåéôïõñãåß üðùò áêñéâþò êáé ï áëãüñéèìïò exorcism-4 ãéá ðëÞñùò ïñéóìÝíåò óõíáñ-
ôÞóåéò, áí êáé åêôåëåß ôï ìåôáó÷çìáôéóìü exorlink ãéá ëïãéêÜ ãéíüìåíá ìå áðüóôáóç
ôï ðïëý 3. Óôéò áôåëþò ïñéóìÝíåò óõíáñôÞóåéò ï exorcism-mv2 åëá÷éóôïðïéåß ðñþôá
ôï ON set ôçò óõíÜñôçóçò. Óôç óõíÝ÷åéá ãéá êÜèå üñï ôïõ áðïôåëÝóìáôïò åëÝã÷åé áí
ìðïñåß íá ôïí êáëýøåé áðü êÜðïéïí Üëëï üñï ðïõ áíÞêåé óôï DC set (÷ñçóéìïðïéþíôáò
ôç ëåéôïõñãßá # ç ïðïßá áðïêüâåé ôï êïéíü ôìÞìá åíüò ëïãéêïý ãéíïìÝíïõ ìå Ýíá
Üëëï). Áí êáëýðôåôáé, ôüôå ï üñïò áõôüò áðïìáêñýíåôáé áðü ôç ëýóç. ¼ôáí äåí
õðÜñ÷ïõí üñïé ðïõ íá ìðïñïýí íá áðïêïðïýí ôüôå åöáñìüæåé ôï ìåôáó÷çìáôéóìü ex-
orlink óå üñïõò ìå áðüóôáóç 2 ðñïóðáèþíôáò íá âñåé êáé Üëëïõò üñïõò ôïõ ON set
ðïõ íá êáëýðôïíôáé áðü áäéÜöïñïõò üñïõò. Ï ìåôáó÷çìáôéóìüò ôåñìáôßæåôáé ìåôÜ
áðü êÜðïéïí áñéèìü åðáíáëÞøåùí êáé üôáí äåí õðÜñ÷åé ðåñáéôÝñù âåëôßùóç.

8.2 Åëá÷éóôïðïßçóç åêöñÜóåùí ESCT Þ ðáñåìöåñþí ôïõò.

Óôçí åíüôçôá áõôÞ ðáñïõóéÜæïíôáé ïé óçìáíôéêüôåñåò åñãáóßåò ðïõ áó÷ïëïýíôáé ìå
ôçí áðåéêüíéóç êáé åëá÷éóôïðïßçóç åêöñÜóåùí ESCT Þ ðáñåìöåñþí ôïõò, óå äéåèíÞ
êëßìáêá. Ïé åñãáóßåò ðïõ áíáöÝñïíôáé åßíáé áõôÝò ðïõ Ý÷ïõí åßôå ôá ðéï óçìáíôéêÜ
áðïôåëÝóìáôá åßôå áíôéóôïé÷ïýí ðëÞñùò óôç êõôôáñéêÞ áñ÷éôåêôïíéêÞ Maitra.

Ðáëéüôåñåò, áëëÜ éäéáßôåñá óçìáíôéêÝò åñãáóßåò, åßíáé ïé [Muk69], [Min64] êáé
[Pap77a, Pap77b, Pap76] ïé ïðïßåò Ýâáëáí ôá èåìÝëéá ãéá ôç èåùñçôéêÞ ðñïóÝããéóç
ôçò áðåéêüíéóçò êáé åëá÷éóôïðïßçóçò ôùí åêöñÜóåùí ESCT óå êõôôáñéêÝò äéáôÜîåéò.
ÐïëëÝò áðü ôéò éäÝåò ôùí åñãáóéþí [Pap77a, Pap77b, Pap76] åðåêôåßíïíôáé óôç
óõãêåêñéìÝíç äéáôñéâÞ êáé ãéá ôï ëüãï áõôü áíáöÝñïíôáé óôï êåöÜëáéï ôçò ESCT
åëá÷éóôïðïßçóçò.

8.2.1 Áðåéêüíéóç MV-PSDKRO åêöñÜóåùí óå êõôôáñéêÝò áñ÷éôåêôïíéêÝò
(Lindgren, Drechsler, Becker)

Áðü ôéò ðñþôåò, óçìáíôéêÝò, ðñïóðÜèåéåò ãéá ôçí áðåéêüíéóç ëïãéêþí åêöñÜóåùí
óôçí êõôôáñéêÞ áñ÷éôåêôïíéêÞ Maitra ðáñïõóéÜæåôáé óôéò åñãáóßåò [LDB98].

O ðñïôåéíüìåíïò áëãüñéèìïò ÷ñçóéìïðïéåß åêöñÜóåéò PSDKRO, ïé ïðïßåò åßíáé
ãíùóôü üôé äåí åßíáé ôüóï áðïäïôéêÝò (ùò ðñïò ôïí áñéèìü ôùí ðáñáãüìåíùí üñùí)
üóï ïé åêöñÜóåéò ESOP Þ ïé åêöñÜóåéò ESCT. Óôçñßæåôáé óôç ÷ñÞóç ôùí áíáðôõãìÜôùí
Shannon êáé Davio ãéá ôçí áðïóýíèåóç êáé áíáóýíèåóç ôçò áñ÷éêÞò Ýêöñáóçò ôçò
óõíÜñôçóçò åéóüäïõ óôéò PSDKRO åêöñÜóåéò ôùí õðïóõíáñôÞóåþí ôçò. Ï ðñïôåéíü-
ìåíïò áëãüñéèìïò prod psdkro ëåéôïõñãåß áíáäñïìéêÜ êáé ÷ñçóéìïðïéåß ôá äéáãñÜììáôá
OBDD (Ordered Binary Decision Diagrams) ãéá ôçí áíáðáñÜóôáóç êáé áðïóýíèåóç
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ôùí óõíáñôÞóåùí. Ãéá êÜèå óõíÜñôçóç õðïëïãßæïíôáé ïé õðïóõíáñôÞóåéò ôçò. ÅÜí ç
õðïóõíÜñôçóç åßíáé 0 Þ 1 ôüôå áõôüò èåùñåßôáé êáé ï áñéèìüò ôùí üñùí óôçí åëÜ÷éóôç
PSDKRO ÝêöñáóÞ ôçò. ÄéáöïñåôéêÜ ãßíåôáé ìéá ðñþôç åêôßìçóç ôïõ âÜñïõò ôçò êÜèå
õðïóõíÜñôçóçò áíáæçôþíôáò ôá áðëïýóôåñá ìïíïðÜôéá óôï OBDD äÝíôñï ôçò ðïõ
êáôáëÞãïõí óå áðëïýò üñïõò (ëïãéêÜ ãéíüìåíá). Ôá ìïíïðÜôéá áõôÜ ïíïìÜæïíôáé
1-paths. Áðü ôéò ðáñáðÜíù åêôéìÞóåéò ôáîéíïìïýìå ôéò õðïóõíáñôÞóåéò óå áýîïõóá
óåéñÜ. Óôç óõíÝ÷åéá, õðïëïãßæåôáé ôï ðñáãìáôéêü PSDKRO âÜñïò ìå åöáñìïãÞ ôïõ
ðñïôåéíüìåíïõ áëãïñßèìïõ, áíáäñïìéêÜ.

ÅðåéäÞ üìùò ï áëãüñéèìïò áõôüò, óôçí ðáñáðÜíù ôïõ ìïñöÞ, åßíáé õðåñâïëéêÜ
áðáéôçôéêüò, ðñïôåßíïíôáé êÜðïéåò åõñéóôéêÝò ìÝèïäïé ìå óêïðü ôçí ðñáêôéêÞ áîéï-
ðïßçóÞ ôïõ (pruning techniques). ¸ôóé åéóÜãåôáé ìéá ðáñÜìåôñïò (prune) ç ïðïßá
áíôéðñïóùðåýåé ôï üñéï êüóôïõò, ðÜíù áðü ôï ïðïßï ïðïéáäÞðïôå õðïóõíÜñôçóç
áðïññßðôåôáé áðü ôïõò õðïëïãéóìïýò. ÄçëáäÞ, óôçí ðáñáðÜíù ðåñéãñáöÞ, áí ôï
êüóôïò ìéáò õðïóõíÜñôçóçò ðïõ ðñïÝêõøå áðü ôçí áíáäñïìéêÞ åêôÝëåóç ôïõ áëãïñß-
èìïõ prod psdkro îåðåñÜóåé ôçí ðáñÜìåôñï prune, ôüôå áõôÞ ç õðïóõíÜñôçóç äåí èá
åðéëå÷èåß ãéá ôç äçìéïõñãßá åêöñÜóåùí ôçò óõíÜñôçóçò åéóüäïõ.

ÅðéðëÝïí ãéá ôçí õðïóõíÜñôçóç ðïõ Ý÷åé ôï ìåãáëýôåñï åêôéìþìåíï êüóôïò (êáé
êáôÜ óõíÝðåéá åßíáé ç ðéï áðßèáíç áðü ôéò ôñåéò õðïóõíáñôÞóåéò ãéá íá åðéëåãåß
íá óõììåôÜó÷åé óôï ó÷çìáôéóìü PSDKRO åêöñÜóåùí ãéá ôç óõíÜñôçóç åéóüäïõ),
ôï üñéï êüóôïõò åßíáé áêüìá ðéï áõóôçñü. ÓõãêåêñéìÝíá äßíåôáé áðü ôïí ôýðï:
min(max(pa; pb); prune −min(pa; pb)), üðïõ pa; pb åßíáé ôá ðñáãìáôéêÜ êüóôç ôùí
äýï Üëëùí õðïóõíáñôÞóåùí.

Ï ðáñáðÜíù áëãüñéèìïò åðåêôÜèçêå êáé ãéá ðïëý-ôéìåò ìåôáâëçôÝò (multi-valued
variables). Åßíáé ãíùóôü üôé ìéá ðïëý-ôéìç ëïãéêÞ ìåôáâëçôÞ ðïõ ðáßñíåé ôéìÝò áðü ôï
äéÜóôçìá: {0; : : : ; u−1} áíôéðñïóùðåýåôáé áðü dlog2(u)e äßôéìåò ëïãéêÝò ìåôáâëçôÝò.
¼ðùò ãéá ôéò äßôéìåò ëïãéêÝò ìåôáâëçôÝò ïñßæïíôáé ôá áíáðôýãìáôá Shannon êáé
Davio, Ýôóé êáé ãéá ïðïéáäÞðïôå ðïëý-ôéìç ìåôáâëçôÞ ìðïñåß íá ïñéóôåß ç åðÝêôáóÞ
ôïõò. Ç åðÝêôáóç ôïõ áëãïñßèìïõ ãéá ðïëý-ôéìç ëïãéêÞ åßíáé ðñïöáíÞò üðùò êáé ç
áíôßóôïé÷ç âåëôßùóç ôùí ó÷åôéêþí áðïôåëåóìÜôùí, ðáñüëï ðïõ ïé ðïëý-ôéìåò ëïãéêÝò
ìåôáâëçôÝò ÷ñåéÜæïíôáé, ðëÝïí, ðïëõðëïêüôåñåò ëïãéêÝò äïìÝò ãéá ôçí áðåéêüíéóÞ
ôïõò (üðùò Look-Up Tables Þ ìíÞìåò ROM).

ÔÝëïò ìéá áêüìá åõñéóôéêÞ åðÝêôáóç ðïõ ðñïóôÝèçêå óôïí prod psdkro åßíáé
ç åýñåóç êáôÜëëçëùí äéáôÜîåùí ôùí ìåôáâëçôþí åéóüäïõ ôçò ëïãéêÞò óõíÜñôçóçò.
Åßíáé ãíùóôü üôé ôï PSDKRO âÜñïò ìéáò ëïãéêÞò óõíÜñôçóçò åðçñåÜæåôáé áðü ôç
äéÜôáîç ôùí ìåôáâëçôþí åéóüäïõ ôçò óõíÜñôçóçò. ¸ôóé ÷ñçóéìïðïéïýíôáé ìÝèïäïé
äõíáìéêÞò áíáäéÜôáîçò ôùí ìåôáâëçôþí åéóüäïõ óôá äéáãñÜììáôá OBDDs (ìåôáêé-
íÞóåéò ìåôáâëçôþí ðñïò ôçí êïñõöÞ ôïõ äéáãñÜììáôïò êáé ïëéóèÞóåéò) ìå óôü÷ï ôçí
åýñåóç êáôÜëëçëùí äéáôÜîåùí ôùí ìåôáâëçôþí åéóüäïõ ðïõ âåëôéþíïõí ôá ôåëéêÜ
áðïôåëÝóìáôá åêôÝëåóçò ôïõ prod psdkro.

8.2.2 Óõã÷þíåõóç äýï üñùí (Sarabi, Song, Chrzanowska - Jeske,
Perkowski)

Ï áëãüñéèìïò áõôüò ðáñïõóéÜóôçêå óôçí åñãáóßá [AS94]. ÄåäïìÝíçò ìéáò ëïãéêÞò
óõíÜñôçóçò êáé ìéáò "êáëÞò" ESOP Ýêöñáóçò ôçò, ìåôáó÷çìáôßæåé æåýãç áðü ëïãéêÜ
ãéíüìåíá (logical products) ìÝóá óôçí Ýêöñáóç ESOP óå óýíèåôïõò üñïõò.

¸óôù ìéá ëïãéêÞ Ýêöñáóç ESOP. Ôüôå êÜèå æåýãïò ëïãéêþí ãéíïìÝíùí óôçí
Ýêöñáóç åëÝã÷åôáé áí ìðïñåß íá ìåôáó÷çìáôéóôåß óå Ýíáí óýíèåôï üñï. Ï Ýëåã÷ïò
áõôüò óôçñßæåôáé óôçí åýñåóç ôçò áðüóôáóçò (distance) êáé ôçò äéáöïñÜò (di�er-
ence) ôùí äýï ëïãéêþí ãéíïìÝíùí ìÝóá óôï æåýãïò. Ç áðüóôáóç äýï ëïãéêþí
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ãéíïìÝíùí ïñßæåôáé ùò ï áñéèìüò ôùí ìåôáâëçôþí ôùí ðáñáðÜíù ãéíïìÝíùí ïé ïðïßåò
åìöáíßæïíôáé êáé óôá äýï ãéíüìåíá êáé Ý÷ïõí äéáöïñåôéêÞ ðïëéêüôçôá (polarity). Ç
äéáöïñÜ ïñßæåôáé ùò ï áñéèìüò ôùí ìåôáâëçôþí ðïõ Ý÷ïõí äéáöïñåôéêÝò ôéìÝò áíÜìåóá
óôá ëïãéêÜ ãéíüìåíá.

ÐáñÜäåéãìá 57 ¸óôù ôá ëïãéêÜ ãéíüìåíá: Ô(a; b; c; d) = ac;Q(a; b; c; d) = ābd.
Ç äéáöïñÜ ôùí T, Q åßíáé 4 áöïý üëåò ïé áíôßóôïé÷åò ìåôáâëçôÝò Ý÷ïõí äéáöïñåôéêÝò
ðïëéêüôçôåò. Ç áðüóôáóç ôùí T, Q åßíáé 1 åðåéäÞ ãéá ôç ìåôáâëçôÞ a ôá ðáñáðÜíù
ãéíüìåíá Ý÷ïõí äéáöïñåôéêÝò ðïëéêüôçôåò.

Áðïäåéêíýåôáé üôé äýï ëïãéêÜ ãéíüìåíá ìå äéáöïñÜ ôï ðïëý 1 ìðïñïýí íá åíùèïýí
óå Ýíáí óýíèåôï üñï. Ãéá ôç âåëôßùóç ôïõ ðáñáðÜíù áëãïñßèìïõ êÜðïéá æåýãç
ëïãéêþí ãéíïìÝíùí ìðïñïýí íá ìåôáó÷çìáôéóôïýí ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôïí áëãüñéèìï
EXORLINK þóôå ôá êáéíïýñãéá ëïãéêÜ ãéíüìåíá íá ìðïñïýí íá åíùèïýí, ðéï åýêïëá,
ìå Üëëá õðÜñ÷ïíôá ëïãéêÜ ãéíüìåíá.

ÔÝëïò, ðñéí Ýíá æåýãïò ëïãéêþí ãéíïìÝíùí ìåôáó÷çìáôéóôåß óå Ýíáí óýíèåôï
üñï, ãßíåôáé Ýëåã÷ïò üëùí ôùí ðéèáíþí äéáôÜîåùí ôùí ìåôáâëçôþí åéóüäïõ þóôå íá
åíôïðéóôïýí åêåßíåò ðïõ èá ïäçãÞóïõí óå óõã÷þíåõóç ôïõò.

Ï ðáñáðÜíù áëãüñéèìïò èá åðåêôáèåß óôéò åñãáóßåò [SP98a, SP98b] ç ïðïßåò
ðáñïõóéÜæïíôáé óôç óõíÝ÷åéá.

8.2.3 Minict (Song, Perkowski)

Ï áëãüñéèìïò áõôüò åöáñìüæåôáé óå åêöñÜóåéò ESCT. Óôçñßæåôáé óôïí ìåôáó÷ç-
ìáôéóìü m-link [SP98a, SP98b] ï ïðïßïò áðïôåëåß åðÝêôáóç ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý
exorlink [MP01] êáé ï ïðïßïò åöáñìüæåôáé óôçí ðåñßðôùóç ôùí åêöñÜóåùí ESOP. Ç
âáóéêÞ ôïõ öéëïóïößá åßíáé ï ìåôáó÷çìáôéóìüò æåõãþí óýíèåôùí üñùí, ìéáò ESCT
Ýêöñáóçò, óå 3 êáéíïýñãéïõò óýíèåôïõò üñïõò ãéá êÜèå ìåôáâëçôÞ ôùí üñùí áõôþí.
Ïé êáéíïýñãéïé üñïé ðéèáíþò íá ìðïñïýí íá åíùèïýí ìå Üëëïõò üñïõò ôçò Ýêöñáóçò.
Ï ðáñáðÜíù ìåôáó÷çìáôéóìüò, âåâáßùò, ìðïñåß íá åöáñìïóôåß áíáäñïìéêÜ êáé ãéá
ðåñéóóüôåñåò ìåôáâëçôÝò.

Ïé äýï âáóéêïß ìåôáó÷çìáôéóìïß ôïõm−link, ãéá äýï óýíèåôïõò üñïõò P1XS
n ; P2XR

n ,
åßíáé ïé ðáñáêÜôù:

(P1XS
n )⊕(P2XR

n ) = [(P1⊕P2)XS
n ]⊕(P2XS⊕R

n ) = [(P1⊕P2)XR
n ]⊕(P1XS⊕R

n ) (8.1)

êáé

(P1XS
n )⊗(P2XR

n ) = [(P1⊕P2)XS
n ]⊗(P2XS⊕R

n ) = [(P1⊕P2)XR
n ]⊗(P1XS⊕R

n ) (8.2)

üðïõ ⊕ óõìâïëßæåé ôçí ðñÜîç "áðïêëåéóôéêü Þ" (XOR), ⊗ óõìâïëßæåé ôçí ðñÜîç
"áðïêëåéóôéêü Þ" (XNOR) êáé XS⊕R

n = XS
n ⊕XR

n . Êáé ïé äýï ðáñáðÜíù ìåôáó÷ç-
ìáôéóìïß åöáñìüæïíôáé óôçí ðåñéóóüôåñï óçìáíôéêÞ ìåôáâëçôÞ ôùí óýíèåôùí üñùí.

Ðñïöáíþò êáé ïé äýï ðáñáðÜíù ìåôáó÷çìáôéóìïß ïäçãïýí áðü äýï óå ôñåéò
óýíèåôïõò üñïõò (P1XS

n ; P2XS
n ; P2XS⊕R

n ) Þ P1XR
n ; P2XR

n ; P1XS⊕R
n )).

ÐáñÜäåéãìá 58 ¸óôù äýï óýíèåôïé üñïé: P1 = ((a+ b)⊕ c)d; P2 = ((a⊕ b)c) + d
êáé ç ESCT Ýêöñáóç P1⊕P2 = ((a+ b)⊕ c)d⊕ (((a⊕ b)c) + d). Åöáñìüæïíôáò ôïí
ðñþôï ìåôáó÷çìáôéóìü ôïõ m-link Ý÷ïõìå:

P1 ⊕ P2 = ((a+ b)⊕ c)d⊕ (((a⊕ b)c) + d) =
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((a+ b)⊕ c)d⊗ ¯(((a⊕ b)c) + d) =

((a+ b)⊕ c)⊕ ¯((a⊕ b)c))d⊗ ¯(((a⊕ b)c(d⊗ d̄) =

((a+ b)⊕ c)⊕ ¯((a⊕ b)c))d⊗ ¯(((a⊕ b)c =

((a+ b)⊕ c)⊕ ¯((a⊕ b)c))d⊕ (((a⊕ b)c:

Ðáñáôçñïýìå ëïéðüí üôé ìå ôçí ðñþôç áõôÞ åöáñìïãÞ ôïõ m-link áðü ôïõò äýï
óýíèåôïõò üñïõò ðïõ åß÷áìå óôçí áñ÷Þ êáôáëÞîáìå óôïõò ôñåéò: ((a + b) ⊕ c),

¯((a⊕ b)c))d, (((a ⊕ b)c. Óôç óõíÝ÷åéá ç äéáäéêáóßá ìðïñåß íá óõíå÷éóôåß óôéò
ìåôáâëçôÝò c; b; a ìÝ÷ñé íá êáôáëÞîïõìå óå ìßá ìüíï ìåôáâëçôÞ.

¼ðùò áíáöÝñáìå, ï ìåôáó÷çìáôéóìüò m-link, óôçí ïõóßá, áõîÜíåé ôïí áñéèìü
ôùí óýíèåôùí üñùí, óôç ãåíéêÞ ðåñßðôùóç. Õðü óõãêåêñéìÝíåò, üìùò, ðñïûðïèÝóåéò
ï ðáñáðÜíù ìåôáó÷çìáôéóìüò ïäçãåß óôç ìåßùóç ôïõ áñéèìïý ôùí üñùí (äçë ïé äýï
üñïé ìðïñåß íá åíùèïýí óå Ýíáí Þ êáé íá áíáéñÝóïõí ï Ýíáò ôïí Üëëï).

Ïé ðåñéðôþóåéò áõôÝò, ãéá ôïõò óýíèåôïõò üñïõò P1?XS
n ; P2?XR

N (ç ðñÜîç ? åßíáé
ìéá áðü ôéò: OR, AND, NAND, XOR, XNOR) åßíáé ïé áêüëïõèåò:

• P1 = P2

• P1 = P̄2

• P1 6= P2; P1 = 0; 1

• XS
n = XR

n

• XS
n = X̄R

n

• XS
n 6= XR

n ; XS
n = 0; 1

Óôçí åñãáóßá [AS94], õðïðåñéðôþóåéò ôïõ m-link (ìüíï ïé ðåñéðôþóåéò ðïõ ïäçãïýí
óôç óõã÷þíåõóç äýï üñùí óå Ýíá) óõíäõÜóôçêå ìå ôå÷íéêÝò áíáäéÜôáîçò ôùí ìåôá-
âëçôþí åéóüäïõ, ìå óôü÷ï ôç âåëôßùóç ôùí áðïôåëåóìÜôùí. Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ
êÜèå æåýãïò óýíèåôùí üñùí åëÝã÷åôáé þóôå íá âñåèïýí åêåßíåò ïé äéáôÜîåéò ôùí
ìåôáâëçôþí åéóüäïõ ðïõ ïäçãïýí óôç óõã÷þíåõóÞ ôïõò. ÅðéëÝãåôáé åêåßíç ç äéÜôáîç
ðïõ ïäçãåß óôç ìåãáëýôåñç äõíáôÞ ìåßùóç ôïõ ôåëéêïý áðïôåëÝóìáôïò.

ÐñÝðåé íá óçìåéùèåß üôé ï áëãüñéèìïò MINICT åßíáé åõñéóôéêüò, äçëáäÞ äåí
åããõÜôáé ôï âÝëôéóôï ôùí áðïôåëåóìÜôùí ðïõ ðáñÜãåé. ¼ðùò êÜèå åðáíáëçðôéêüò
áëãüñéèìïò, Ýôóé êáé ï MINICT åîáñôÜôáé áðü ôçí áñ÷éêÞ ôïõ åßóïäï äçëáäÞ áðü
ôïí áñéèìü êáé ôï åßäïò ôùí óýíèåôùí üñùí ðïõ áðáñôßæïõí ôçí ESCT Ýêöñáóç
åéóüäïõ. Óôç óõãêåêñéìÝíç ðåñßðôùóç ç áñ÷éêÞ åßóïäïò åßíáé ôï áðïôÝëåóìá ôçò
åêôÝëåóçò ôïõ áëãïñßèìïõ EXORCISM-MV2 [Son92] ðïõ ðáñÜãåé ó÷åäüí âÝëôéóôåò
ESOP åêöñÜóåéò.

8.2.4 PSDKRO ðáñüìïéåò åêöñÜóåéò ãéá ðëÞñùò ïñéóìÝíåò óõíáñôÞóåéò
ìå óõëëÝêôç XOR(Lee, Park)

¸íáò áêüìá áëãüñéèìïò ðïõ ðáñïõóéÜóôçêå ãéá ôç óýíèåóç êáé åëá÷éóôïðïßçóç
åêöñÜóåùí ESCT åßíáé áõôüò óôçí åñãáóßá [GL97] áðü ôïõò G. Lee êáé S. Park
êáé óôçí åñãáóßá [Lee97] áðü ôïí G. Lee. Ï áëãüñéèìïò áõôüò óôçñßæåôáé óôçí
áðïóýíèåóç ìéáò ëïãéêÞò óõíÜñôçóçò óôéò õðïóõíáñôÞóåéò ôçò êáé åßíáé åõñéóôéêüò.

Ç âáóéêÞ éäÝá ôïõ áëãïñßèìïõ (cost) åßíáé ç áðïóýíèåóç ôçò óõíÜñôçóçò åéóüäïõ
÷ñçóéìïðïéþíôáò ôñïðïðïéçìÝíá BDD (Binary Decision Diagram) äÝíôñá, ôá ãíùóôÜ
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ETDDs (Exor Ternary Decision Diagrams). Ðñïöáíþò ãéá êÜèå êüìâï ôïõ ETDD
äÝíôñïõ ïé óõíáñôÞóåéò ðïõ áíôéóôïé÷ïýí óôá ôñßá ðáéäéÜ ôïõ, áðïôåëïýí ôéò ôñåéò
õðïóõíáñôÞóåéò ôçò f0,f1,f2. Óôç óõíÝ÷åéá ãéá êÜèå êüìâï ôïõ äÝíôñïõ åëÝã÷ïíôáé
ôá ôñßá ðáéäéÜ ôïõ. Áí êÜðïéï áðü áõôÜ áíôéóôïé÷åß óå óôáèåñÞ óõíÜñôçóç (äçë ç
óõíÜñôçóç åéóüäïõ Ý÷åé óôáèåñÞ õðïóõíÜñôçóç) ôüôå äçìéïõñãåßôáé ìéá Ýêöñáóç ãéá
ôç óõíÜñôçóç ôïõ êüìâïõ áðü ôçí Ýêöñáóç ôçò óõíÜñôçóçò åíüò áðü ôïõò õðüëïéðïõò
êüìâïõò.

ÐáñÜäåéãìá 59 ¸óôù ç óõíÜñôçóç: f(a; b; c; d) = ā(bc) ⊕ a(b̄ + c̄). Ôüôå ôá ôñßá
ðáéäéÜ ðïõ èá äçìéïõñãçèïýí óôï ETDD äÝíôñï ãéá ôçí ðáñáðÜíù óõíÜñôçóç åßíáé:
f0 = f(a = 0) = bc; f1 = f(a = 1) = b̄+c̄; f2 = f(a = 0)⊕f(a = 1) = 1. Êáé ïé ôñåéò
ðáñáðÜíù õðïóõíáñôÞóåéò Ý÷ïõí åêöñÜóåéò ìå Ýíáí ìüíï óýíèåôï üñï. Ðáñáôçñïýìå
üôé ç õðïóõíÜñôçóç f2 åßíáé óôáèåñÞ êáé ßóç ìå 1. ÊáôÜ óõíÝðåéá ìéá Ýêöñáóç ãéá
ôçí f ìðïñåß íá äçìéïõñãçèåß áðåõèåßáò áðü ìéá ìç-óôáèåñÞ õðïóõíÜñôçóç (ôçí f0

Þ ôçí f1). H Ýêöñáóç ðïõ äçìéïõñãåßôáé ãéá ôçí f åßíáé: f(a; b; c; d) = (bc)⊕ a êáé
ç ïðïßá åßíáé Ýíáò ìüíï óýíèåôïò üñïò.

Óôçí ðåñßðôùóç ðïõ êáíÝíá áðü ôá ôñßá ðáéäéÜ åíüò êüìâïõ ôïõ äÝíôñïõ ETDD
äåí åßíáé óôáèåñÜ, ôüôå ç Ýêöñáóç ðïõ åðéëÝãåôáé ãéá ôç óõíÜñôçóç ôïõ êüìâïõ
åßíáé åêåßíç ìå ôïõò ëéãüôåñïõò üñïõò áðü áõôÝò ðïõ ðáñÜãïíôáé ÷ñçóéìïðïéþíôáò
ôá ãíùóôÜ Shannon, Positive êáé Negative Davio áíáðôýãìáôá (üðùò êáé óôçí
ðåñßðôùóç ôçò åëá÷éóôïðïßçóçò ESOP åêöñÜóåùí).

ÐáñÜäåéãìá 60 ¸óôù ç óõíÜñôçóç: f(a; b; c; d) = ā[(b ⊕ c̄d̄) ⊕ b̄cd)] ⊕ a(cd). Ïé
õðïóõíáñôÞóåéò ôçò åßíáé: f0 = f(a = 0) = (b ⊕ c̄d̄) ⊕ b̄cd); f1 = f(a = 1) =
cd; f2 = f(a = 0) ⊕ f(a = 1) = b ⊕ c ⊕ d. Ðáñáôçñïýìå üôé ç ESCT Ýêöñáóç ôçò
õðïóõíÜñôçóçò f0 ðåñéÝ÷åé äýï óýíèåôïõò üñïõò, ç ESCT Ýêöñáóç ôçò f1 ðåñéÝ÷åé
Ýíáí üñï êáé ç ESCT Ýêöñáóç ôçò f2 ðåñéÝ÷åé Ýíáí üñï. ÊáôÜ óõíÝðåéá âïëåýåé íá
÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôï áíÜðôõãìá Negative Davio þóôå ç ESCT Ýêöñáóç ôçò f ðïõ
èá äçìéïõñãçèåß íá Ý÷åé ìüíï äýï üñïõò. Áí åðéëÝãáìå êÜðïéï áðü ôá Positive Davio
Þ Shannon ãéá íá äçìéïõñãÞóïõìå ôçí ESCT Ýêöñáóç ôçò ðáñáðÜíù óõíÜñôçóçò
èá êáôáëÞãáìå óå ôñåéò óýíèåôïõò üñïõò. ¸ôóé ëïéðüí ç Ýêöñáóç ðïõ äçìéïõñãåßôáé
åßíáé: f(a; b; c; d) = ā(b⊕ c⊕ d)⊕ cd.

Ï ðáñáðÜíù áëãüñéèìïò áöïñÜ óõíáñôÞóåéò ìïíáäéêÞò åîüäïõ. Ùóôüóï, åðåêôÜèçêå
ãéá íá êáëýðôåé êáé ôçí ðåñßðôùóç ëïãéêþí óõíáñôÞóåùí ðïëëþí åîüäùí. H åðÝêôáóç
áõôÞ ðåñéãñÜöåôáé óôïí øåõäïêþäéêá ðïõ áêïëïõèåß:

Algorithm 1: main(input: f) returns Expr(f)

lst: list of Maitra Terms generated;
for ith output fi of f do

for l ∈ lst do
if (NrTerms(fi) > NrTerms(l ⊕ fi)) then

fi = l ⊕ fi; /* l ∈ lst */
endif

endfor
endfor
lst = lst ∪NrTerms(fi); /* NrTerms åßíáé ïé üñïé ôçò Ýêöñáóçò ôçò fi */

ÅðéðëÝïí ï áëãüñéèìïò, ðïõ ðåñéãñÜöåôáé óôçí åíüôçôá áõôÞ, ÷ñçóéìïðïéÞèçêå
êáé ãéá ôçí åýñåóç ìéáò êáëÞò äéÜôáîçò ìåôáâëçôþí åéóüäïõ ãéá ôç óõíÜñôçóç ðïõ èá

c©ÄçìÞôñéïò Âïõäïýñçò - Åëá÷éóôïðïßçóç åêöñÜóåùí "áðïêëåéóôéêïý Þ" 147



Åíüôçôá 8.2. ÅËÁ×ÉÓÔÏÐÏÉÇÓÇ ÅÊÖÑÁÓÅÙÍ ESCT Ç ÐÁÑÅÌÖÅÑÙÍ ÔÏÕÓ.

Åéêüíá 8.1: ÔñïðïðïéçìÝíç áñ÷éôåêôïíéêÞ Maitra ðïõ ðñïôåßíåôáé ãéá ôçí åýñåóç
êáëþí áñ÷éêþí äéáôÜîåùí ôùí ìåôáâëçôþí åéóüäïõ ìéáò ëïãéêÞò óõíÜñôçóçò óôïí
áëãüñéèìï ôïõ Lee.

åëá÷éóôïðïéçèåß. Ãéá ôï óêïðü áõôü ôñïðïðïéåßôáé ç áñ÷éôåêôïíéêÞ ôùí êõôôáñéêþí
äéáôÜîåùí Maitra þóôå êÜèå Ýîïäïò êÜðïéïõ êõôôÜñïõ Maitra íá ìðïñåß íá ôñïöï-
äïôçèåß ùò åßóïäïò óå êÜðïéï Üëëï ðïõ áíÞêåé óå Üëëç ãñáììÞ Þ óôÞëç óôç äéÜôáîç.
Ç ôñïðïðïéçìÝíç áñ÷éôåêôïíéêÞ öáßíåôáé óôçí åðüìåíç åéêüíá.

Ãéá ôçí åýñåóç ôçò ðáñáðÜíù äéÜôáîçò ÷ñçóéìïðïéåßôáé ç áëãüñéèìïò modi�ed-
shift [Rud93] ï ïðïßïò åêôéìÜ ôï êüóôïò êÜèå äéáöïñåôéêÞò äéÜôáîçò ìåôáâëçôþí
åéóüäïõ. Óå êÜèå âÞìá ôïõ ï ðáñáðÜíù áëãüñéèìïò áíôéêáèéóôÜ ìéá ìåôáâëçôÞ ôçò
óõíÜñôçóçò åéóüäïõ ìå ìéá óôáèåñÞ ôéìÞ, åêôéìþíôáò ðáñÜëëçëá ôïí áñéèìü ôùí
üñùí ôçò Ýêöñáóçò ãéá êÜèå äéáöïñåôéêÞ äéÜôáîç ìåôáâëçôþí åéóüäïõ ðïõ ðñïêýðôåé.
Ðñïöáíþò óå êÜèå âÞìá ôïõ åðéëÝãåé ìüíï åêåßíåò ôéò äéáôÜîåéò ðïõ åßíáé ðéèáíü íá
ïäçãÞóïõí óôïí åëÜ÷éóôï äõíáôü áñéèìü üñùí.

Óõíïøßæïíôáò ïé ðáñáðÜíù åñãáóßåò ðñïôåßíïõí Ýíáí åõñéóôéêü áëãüñéèìï ãéá
ôç äçìéïõñãßá êáé åëá÷éóôïðïßçóç ESCT åêöñÜóåùí ãéá ëïãéêÝò óõíáñôÞóåéò ìßáò
Þ ðåñéóóïôÝñùí åîüäùí. Óôéò åñãáóßåò áõôÝò, ïé óõããñáöåßò áó÷ïëïýíôáé ìå ôá
ðåñéóóüôåñá áðü ôá êëáóéêÜ ðñïâëÞìáôá åëá÷éóôïðïßçóçò ESCT åêöñÜóåùí, üðùò ç
ðåñßðôùóç ôçò åýñåóçò ôçò êáëýôåñçò äéÜôáîçò ôùí ìåôáâëçôþí åéóüäïõ ìéáò ëïãéêÞò
óõíÜñôçóçò Þ ôïõ ðñïâëÞìáôïò ôçò åëá÷éóôïðïßçóçò óõíáñôÞóåùí ðïëëþí åîüäùí.

¼ðùò èá öáíåß êáé óôç óõíÝ÷åéá, ï áëãüñéèìïò áõôüò áðïôåëåß õðïðåñßðôùóç ôïõ
Min1 ðïõ áíáðôý÷èçêå óôá ðëáßóéá ôçò óõãêåêñéìÝíçò äéäáêôïñéêÞò äéáôñéâÞò.

8.2.5 PSDKRO ðáñüìïéåò åêöñÜóåéò ãéá áôåëþò ïñéóìÝíåò ëïãéêÝò
óõíáñôÞóåéò ìå óõëëÝêôç OR-XOR(Lee, Drechsler, Perkowski)

ÅðÝêôáóç ôùí åñãáóéþí [Lee97, GL97] áðïôåëåß ç åñãáóßá [GL98] ôùí G. Lee, R.
Drechsler êáé M. Perkowski. Óôçí åñãáóßá áõôÞ ðñïôåßíïõí Ýíáí åõñéóôéêü áëãüñéèìï
ãéá ôçí åýñåóç ó÷åäüí åëÜ÷éóôùí ëïãéêþí åêöñÜóåùí ðïõ ìïéÜæïõí áñêåôÜ ìå ôéò
åêöñÜóåéò ESCT. Ôï óçìáíôéêüôåñï ðëåïíÝêôçìá ôïõ áëãïñßèìïõ áõôïý åßíáé üôé
ìðïñåß íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ãéá ôçí åëá÷éóôïðïßçóç áôåëþò ïñéóìÝíùí ëïãéêþí óõíáñ-
ôÞóåùí.

Ï ðñïôåéíüìåíïò áëãüñéèìïò äçìéïõñãåß ëïãéêÝò åêöñÜóåéò ðïõ áðïôåëïýíôáé
áðü óýíèåôïõò üñïõò êáé åßíáé ôçò ìïñöÞò: f =

∑i<n
i=0 (Qi) +

∑j<m
j=0 ⊕(Pj). Ç

áñ÷éôåêôïíéêÞ ðïõ ðñïôåßíåôáé ìïéÜæåé ìå ôçí êõôôáñéêÞ äéÜôáîç Maitra áëëÜ Ý÷åé äýï
óõëëÝêôåò Ýíáí "áðïêëåéóôéêïý Þ" (XOR) êáé Ýíáí "ëïãéêïý Þ" (OR). Ç áñ÷éôåêôïíéêÞ
áõôÞ öáßíåôáé óôçí åéêüíá 8.2

Ï ðñïôåéíüìåíïò áëãüñéèìïò åêìåôáëëåýåôáé ôï ãåãïíüò üôé ïé üñïé Qi óôçí
ðáñáðÜíù Ýêöñáóç ìðïñïýí íá èåùñçèïýí ùò áäéÜöïñïé üñïé óôç Ýêöñáóç ðïõ äçìé-
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Åéêüíá 8.2: ÔñïðïðïéçìÝíç áñ÷éôåêôïíéêÞ Maitra ìå óõëëÝêôç XOR êáé óõëëÝêôç
OR.

ïõñãåßôáé áðü ôï Üèñïéóìá "áðïêëåéóôéêïý Þ" ôùí üñùí Pj . Ç äéáäéêáóßá îåêéíÜ áðü
Ýíá áñ÷éêü êÜëõììá áðü ëïãéêÜ ãéíüìåíá SOP (Sum Of Products). Óôç óõíÝ÷åéá
åöáñìüæåé Ýíáí áëãüñéèìï (cost dc) ðáñüìïéï ìå áõôüí (cost) ðïõ ðåñéãñÜöçêå óôçí
åñãáóßá [Lee97] (ï áëãüñéèìïò ðïõ ðåñéãñÜöçêå óôçí ðñïçãïýìåíç åíüôçôá) ìå ôç
äéáöïñÜ üôé áõôüò ëáìâÜíåé õðüøçí ôïõ êáé ôïõò áäéÜöïñïõò üñïõò ôçò óõíÜñôçóçò.
Ðéï óõãêåêñéìÝíá ãéá êÜèå êüìâï ôïõ äÝíôñïõ ETDD âñßóêåé ôï êüóôïò ôùí õðï-
óõíáñôÞóåùí f0; f1 (÷ùñßò íá ëáìâÜíåé õðüøçí áäéÜöïñïõò üñïõò) êáé óôç óõíÝ÷åéá
âñßóêåé ôï áíôßóôïé÷ï êüóôïò ãéá ôéò õðïóõíáñôÞóåéò f0; f1; f2, ëáìâÜíïíôáò õðüøçí
êáé ôïõò áíôßóôïé÷ïõò áäéÜöïñïõò üñïõò. Ôï óõíïëéêü êüóôïò ôïõ êüìâïõ èá åßíáé:

c(f) = min(c(f0(dc))+c(f1(dc)); c(f0(nodc))+c(f2(dc−f0))); c(f1(nodc))+c(f2(dc−f1)))

üðïõ c(f0(dc)) åßíáé ôï êüóôïò ôçò õðïóõíÜñôçóçò f0 ëáìâÜíïíôáò õðüøçí ôïõò
áäéÜöïñïõò üñïõò ôçò f0, c(f1(dc)) åßíáé ôï êüóôïò ôçò õðïóõíÜñôçóçò f1 ëáìâÜíïíôáò
õðüøçí ôïõò áäéÜöïñïõò üñïõò ôçò f1, c(f0(nodc)) åßíáé ôï êüóôïò ôçò õðïóõíÜñôçóçò
f0 ÷ùñßò íá ëáìâÜíïõìå õðüøçí ôïõò áäéÜöïñïõò üñïõò, c(f2(dc − f0))) åßíáé ôï
êüóôïò ôçò õðïóõíÜñôçóçò f2 ëáìâÜíïíôáò õðüøçí ôïõò áäéÜöïñïõò üñïõò ôçò f0,
c(f1(nodc)) åßíáé ôï êüóôïò ôçò õðïóõíÜñôçóçò f1 ÷ùñßò íá ëáìâÜíïõìå õðüøçí ôïõò
áäéÜöïñïõò üñïõò, c(f2(dc−f1)) åßíáé ôï êüóôïò ôçò õðïóõíÜñôçóçò f2 ëáìâÜíïíôáò
õðüøçí ôïõò áäéÜöïñïõò üñïõò ôçò f1 êáé c åßíáé ôï êüóôïò üðùò áõôü õðïëïãßæåôáé
áðü ôïí áëãüñéèìï (cost) ðïõ ðáñïõóéÜóôçêå óôçí ðñïçãïýìåíç åíüôçôá.

Ãéá íá õðïëïãéóôïýí ðïéïé áðü ôïõò óýíèåôïõò üñïõò ôïõ áðïôåëÝóìáôïò èá
áíÞêïõí óå áõôïýò ìå ôï óõëëÝêôç "áðïêëåéóôéêïý Þ" êáé ðïéïé èá áíÞêïõí óå áõôïýò
ìå ôï óõëëÝêôç "ëïãéêïý Þ" áêïëïõèåßôáé ç åðüìåíç äéáäéêáóßá. Ãéá êÜèå üñï ðïõ
áíÞêåé óôï áñ÷éêü êÜëõììá SOP åëÝã÷åôáé áí ç ôïðïèÝôçóÞ ôïõ óôïõò áäéÜöïñïõò
üñïõò ôçò óõíÜñôçóçò åéóüäïõ èá ìåéþóåé ôï êüóôïò ôçò. Áí íáé ôüôå ï üñïò áõôüò
ôïðïèåôåßôáé óôï ëåãüìåíï ON SET. ÔåëéêÜ ïé üñïé ðïõ åíþíïíôáé ìå óõëëÝêôç
"ëïãéêïý Þ" èá ðåñéÝ÷ïõí áõôïýò ôïõ ON SET ìáæß ìå üëïõò ôïõò üñïõò ðïõ åßíáé
áäéÜöïñïé (áðü ôïí ïñéóìü ôçò óõíÜñôçóçò).

Ïé ðáñáðÜíù üñïé ôåëéêÜ èá ôñïöïäïôçèïýí ùò åßóïäïò (åßóïäïò OR→XOR óôçí
åéêüíá 8.2) ãéá ôç äçìéïõñãßá ôùí üñùí ðïõ åíþíïíôáé ìå óõëëÝêôç "áðïêëåéóôéêïý
Þ". Ãéá ôç äçìéïõñãßá ôùí üñùí áõôþí ÷ñçóéìïðïéåßôáé êáé ðÜëé ï áëãüñéèìïò cost dc.
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Åíüôçôá 8.2. ÅËÁ×ÉÓÔÏÐÏÉÇÓÇ ÅÊÖÑÁÓÅÙÍ ESCT Ç ÐÁÑÅÌÖÅÑÙÍ ÔÏÕÓ.

8.2.6 Reversible Wave Cascades(Mishchenko, Perkowski)

Óôçí åñãáóßá [AM02] ðáñïõóéÜæåôáé Ýíáò áëãüñéèìïò ãéá ôçí äçìéïõñãßá ESCT
åêöñÜóåùí ãéá áôåëþò ïñéóìÝíåò ëïãéêÝò óõíáñôÞóåéò (don't care Boolean func-
tions). Ç êýñéá óõìâïëÞ üìùò, ôçò óõãêåêñéìÝíçò åñãáóßáò, åßíáé ç áíôéóôïß÷éóç
ôçò áñ÷éôåêôïíéêÞò ôçò êõôôáñéêÞò äéÜôáîçò Maitra ìå ìéá ãåíéêåõìÝíç ðýëç Tof-
foli. Ïé ãåíéêåõìÝíåò ðýëåò To�oli åßíáé áíôéóôñÝøéìåò êáé êáôÜ óõíÝðåéá ìðïñïýí
íá ÷ñçóéìïðïéçèïýí ãéá ôçí êáôáóêåõÞ êâáíôéêþí êõêëùìÜôùí. Óôçí åñãáóßá áõôÞ
ç êõôôáñéêÞ äéÜôáîç Maitra áíáöÝñåôáé ùò áíôéóôñÝøéìç áñ÷éôåêôïíéêÞ êáôáññÜêôç
(Reversible Wave Cascade). Ðåñéóóüôåñåò ëåðôïìÝñåéåò ãéá ôïí ïñéóìü ôçò ãåíé-
êåõìÝíçò ðýëçò To�oli êáé ôïí ôñüðï áíôéóôïß÷éóçò áõôÞò óôçí áñ÷éôåêôïíéêÞ ôçò
êõôôáñéêÞò äéÜôáîçò Maitra ìðïñïýí íá âñåèïýí óôçí ðáñÜãñáöï 2.3.

Óôç óõãêåêñéìÝíç åñãáóßá ðåñéãñÜöåôáé áëãüñéèìïò ãéá ôçí áíôéóôïß÷éóç áôåëþò
ïñéóìÝíùí óõíáñôÞóåùí óôçí áñ÷éôåêôïíéêÞ ôçò êõôôáñéêÞò äéÜôáîçò Maitra. Ï
áëãüñéèìïò áõôüò, üðùò áíáöÝñïõí ïé óõããñáöåßò, äåí õëïðïéÞèçêå (ðáñáìÝíåé óå
èåùñçôéêü åðßðåäï) åíþ åðßóçò äåí áðïäßäåé óå éäéáßôåñá äýóêïëåò êáé óýíèåôåò óõ-
íáñôÞóåéò. Áõôü ïöåßëåôáé ôüóï óôçí ðïëõðëïêüôçôá ôïõ áëãïñßèìïõ üóï êáé óôçí
áíáðáñÜóôáóç ôçò ESCT Ýêöñáóçò ðïõ èá áðåéêïíéóôåß óôçí áñ÷éôåêôïíéêÞ ôïõ
êáôáññÜêôç. Ï áëãüñéèìïò áõôüò áíáëýåôáé óôç óõíÝ÷åéá.

¸óôù ìéá áôåëþò ïñéóìÝíç ëïãéêÞ óõíÜñôçóç ðïõ ïñßæåôáé áðü ôï óýíïëï ôùí
åëá÷éóôüñùí ôçò ãéá ôïõò ïðïßïõò Ý÷åé ôéìÞ 1 (ON set) êáé áðü áõôïýò ãéá ôïõò
ïðïßïõò Ý÷åé ôéìÞ 0 (OFF set). ÅðåéäÞ ç óõíÜñôçóç åßíáé áôåëþò ïñéóìÝíç éó÷ýåé:
(ON set)

∨
(OFF set) 6= 1. Ï áëãüñéèìïò ðïõ ðñïôåßíåôáé åßíáé åðáíáëçðôéêüò (it-

erative). Óå êÜèå âÞìá ôïõ áöáéñåß Ýíá ôìÞìá áðü ôéò ìåôáâëçôÝò áðü ôéò ïðïßåò
åîáñôÜôáé ç ESCT Ýêöñáóç, åíþ ôáõôü÷ñïíá õðïëïãßæåé Ýíáí Þ ðåñéóóüôåñïõò óýí-
èåôïõò üñïõò. Ìå ôïí ôñüðï áõôü "Ýíá ôìÞìá" ôçò áôåëþò ïñéóìÝíçò óõíÜñôçóç
ìåôáôñÝðåôáé óå ðëÞñùò ïñéóìÝíç óõíÜñôçóç êáé áðåéêïíßæåôáé ìå ôç âïÞèåéá åíüò Þ
ðåñéóóïôÝñùí óýíèåôùí üñùí. Õðïëïãßæïíôáò óõíå÷þò óýíèåôïõò üñïõò êáé ìåé-
þíïíôáò ôéò ìåôáâëçôÝò åéóüäïõ, ï ðáñáðÜíù áëãüñéèìïò ìåéþíåé óå êÜèå âÞìá
ôï ÷þñï áíáæÞôçóçò ôïõ ðñïâëÞìáôïò áöïý ï áñéèìüò ôùí ìåôáâëçôþí åéóüäïõ
ôçò óõíÜñôçóçò ç ïðïßá ðáñáìÝíåé áôåëþò ïñéóìÝíç (ôï ôìÞìá äçë ôçò óõíÜñôçóçò
åéóüäïõ ãéá ôï ïðïßï äåí Ý÷ïõí äçìéïõñãçèåß áêüìá óýíèåôïé üñïé) ìåéþíåôáé.

Ç åðéëïãÞ ôùí ìåôáâëçôþí åéóüäïõ ïé ïðïßåò èá áöáéñåèïýí áðü ôçí áôåëþò
ïñéóìÝíç óõíÜñôçóç åéóüäïõ êáé èá ÷ñçóéìïðïéçèïýí ìüíï ãéá ôïõò óýíèåôïõò üñïõò
åðéëÝãïíôáé ìå âÜóç ôïí ðáñáêÜôù ôýðï: x(z) = ∃as[∃aãQR(a; z)&∃aãRR(a; z)] 6= 1
, üðïõ QR , RR åßíáé ôï ON êáé ôï OFF set ôçò áôåëþò ïñéóìÝíçò óõíÜñôçóçò ðïõ äåí
Ý÷åé áêüìá áðåéêïíéóôåß ÷ñçóéìïðïéþíôáò óýíèåôïõò üñïõò, ar åßíáé ïé ìåôáâëçôÝò
áðü ôéò ïðïßåò äåí åîáñôÜôáé ðëÝïí ç áôåëþò ïñéóìÝíç óõíÜñôçóç êáé as åßíáé ïé
ìåôáâëçôÝò áðü ôéò ïðïßåò åîáñôÜôáé ç áôåëþò ïñéóìÝíç óõíÜñôçóç. Ôï z åßíáé
üëïé ïé äõíáôïß óýíèåôïé üñïé ïé ïðïßïé åðáëçèåýïõí ôçí ðáñáðÜíù óõíèÞêç ãéá ôç
óõãêåêñéìÝíç åðáíÜëçøç ôïõ áëãïñßèìïõ.
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ÊåöÜëáéï 9

ÓõìðåñÜóìáôá êáé ÌåëëïíôéêÝò
ÅðåêôÜóåéò

There is no reason anyone would want a
computer in their home. [1977]

Author: Ken Olson

Ç åëá÷éóôïðïßçóç åêöñÜóåùí "áðïêëåéóôéêïý Þ", êáé ðéï óõãêåêñéìÝíá åê-
öñÜóåùí ESOP êáé ESCT, åßíáé Ýíá éäéáßôåñá äýóêïëï ðñüâëçìá. ÌåôÜ ôçí
ðåñÜôùóç áõôÞò ôçò äéäáêôïñéêÞò äéáôñéâÞò, ðáñáìÝíåé Ýíá áêüìá éäéáßôåñá

äõóåðßëõôï ðñüâëçìá. Ãíùñßæáìå áðü ôçí áñ÷Þ üôé áíÞêåé óôçí êáôçãïñßá ôùí NP
ðñïâëçìÜôùí, åðïìÝíùò äåí èá Þôáí äõíáôüí íá âñåèåß áðïôåëåóìáôéêüò áëãüñéèìïò
ï ïðïßïò íá åíôïðßæåé âÝëôéóôåò ESCT Þ ESOP åêöñÜóåéò óôç ãåíéêÞ ðåñßðôùóç.
Ðáñüëá áõôÜ, óôá ðëáßóéá ôçò äéáôñéâÞò áõôÞò, áíáðôý÷èçêáí ìåèïäïëïãßåò ïé ïðïßåò,
èÝëïõìå íá ðéóôåýïõìå, åðÝêôåéíáí ôá ìÝ÷ñé óÞìåñá óýíïñá ôçò ãíþóçò óôï ÷þñï
áõôü. Åðé÷åéñÞèçêå ç äçìéïõñãßá åíüò óõìðáãïýò èåùñçôéêïý õðïâÜèñïõ ãéá ôçí
áêñéâÞ åëá÷éóôïðïßçóç êõñßùò åêöñÜóåùí ESCT êáèþò êáé åêöñÜóåùí ESOP, ïé
ïðïßåò áðïôåëïýí õðïóýíïëï ôùí ðñþôùí. ÌÜëéóôá, ãéá ðñþôç öïñÜ, ðáñïõóéÜæåôáé
ï èåùñçôéêüò öïñìáëéóìüò ãéá ôçí åýñåóç åëÜ÷éóôçò ESCT Ýêöñáóçò ãéá ôõ÷áßá
ëïãéêÞ óõíÜñôçóç, áíåîáñôÞôùò ôïõ ESCT âÜñïõò ôçò Þ ôïõ áñéèìïý ôùí ìåôáâëçôþí
ôçò. Ï öïñìáëéóìüò áõôüò Ý÷åé ðñùôßóôùò èåùñçôéêÞ óçìáóßá áëëÜ ìáò äßíåé êáé
åíäéáöÝñïíôá ðñáêôéêÜ áðïôåëÝóìáôá ãéá óõíáñôÞóåéò ìÝ÷ñé 6 ìåôáâëçôÝò åéóüäïõ.
ÅðéðëÝïí, üðùò äåßîáìå óôï êåöÜëáéï ãéá ôéò êâáíôéêÝò åðåêôÜóåéò, ï öïñìáëéóìüò
áõôüò ìðïñåß íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ðïëý ðéï áðïôåëåóìáôéêÜ áðü ôïõò ìåëëïíôéêïýò
êâáíôéêïýò õðïëïãéóôÝò, áðïôåëþíôáò Ýôóé ìéá ìéêñÞ ðáñáêáôáèÞêç ãéá ôï ìÝëëïí.
ÐáñÜëëçëá áíáðôý÷èçêå ìåèïäïëïãßá ãéá ôçí åýñåóç åëá÷ßóôùí ESCT êáé ESOP
åêöñÜóåùí ãéá óõíáñôÞóåéò ìå âÜñïò ôï ðïëý 7 êáé áíåîáñôÞôùò ôïõ áñéèìïý ôùí
ìåôáâëçôþí åéóüäïõ ôïõò.

ÌåëåôÞèçêáí áêüìá êáé Üëëåò ðáñÜìåôñïé ôçò åëá÷éóôïðïßçóçò ESCT åêöñÜóåùí.
Åßäáìå óôá áíôßóôïé÷á êåöÜëáéá üôé ç äéÜôáîç ôùí ìåôáâëçôþí åéóüäïõ ìéáò ëïãéêÞò
óõíÜñôçóçò äéáäñáìáôßæåé óðïõäáßï ñüëï óôç äéáìüñöùóç ôïõ ESCT âÜñïò ôçò.
¸ôóé, ìåëåôÞèçêå êáé ôï ðñüâëçìá ôçò áíáäéÜôáîçò ôùí ìåôáâëçôþí åéóüäïõ êáé
ðñïôÜèçêå åõñéóôéêÞ ìåèïäïëïãßá ãéá ôçí åýñåóç êáëÞò ôÝôïéáò äéÜôáîçò. Áêüìá
ìåëåôÞèçêáí ïé áôåëþò ïñéóìÝíåò êáé ïé óõíáñôÞóåéò ðïëëþí åîüäùí êáé ðñïôÜèçêáí
ìåèïäïëïãßåò ãéá ôçí åýñåóç åëÜ÷éóôùí Þ ó÷åäüí åëÜ÷éóôùí ESCT êáé ESOP åê-
öñÜóåùí ãéá áõôÝò.
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Åíüôçôá 9.1. ÐÑÏÓ ÔÇÍ ÅÍÏÐÏÉÇÓÇ ÔÇÓ ÈÅÙÑÉÁÓ ÅËÁ×ÉÓÔÏÐÏÉÇÓÇÓ ÅÊÖÑÁÓÅÙÍ ESOP ÊÁÉ ESCT

Óõíïøßæïíôáò ôá ðáñáðÜíù åðé÷åéñÞèçêå ìéá óöáéñéêÞ ìåëÝôç ôïõ ðñïâëÞìáôïò
ôçò åëá÷éóôïðïßçóçò ESCT, êõñßùò, êáé ESOP, äåõôåñåõüíôùò, åêöñÜóåùí. Ïé
áëãüñéèìïé ðïõ ðñïÝêõøáí óõíåêñßèçóáí ìå Üëëïõò ôçò äéåèíïýò âéâëéïãñáößáò êáé ôá
ðåéñáìáôéêÜ áðïôåëÝóìáôá ðïõ ðáñïõóéÜóôçêáí óôï ó÷åôéêü êåöÜëáéï, öáíåñþíïõí
ôçí ðïéüôçôÜ ôïõò.

Ìéá åíäéáöÝñïõóá ðéèáíüôçôá ç ïðïßá äéáöÜíçêå êÜðïõ óôá ìÝóá ôçò ðåñÜôùóçò
ôçò äéáôñéâÞò áõôÞò Þôáí ç åíïðïßçóç ôçò èåùñßáò åëá÷éóôïðïßçóçò ESOP êáé ESCT
åêöñÜóåùí. Ðáñüëï ðïõ, ôåëéêÜ, äåí êáôÝóôç äõíáôÞ, óôçí Åíüôçôá 9.1 ðáñïõóéÜ-
æïíôáé ôá óçìáíôéêüôåñá ó÷åôéêÜ åõñÞìáôá êáé óõìðåñÜóìáôá.

Ïé ìåëëïíôéêÝò ðñïåêôÜóåéò ôçò äéáôñéâÞò áõôÞò ìðïñïýí íá êéíçèïýí ðñïò äéÜ-
öïñåò êáôåõèýíóåéò. Êáôáñ÷Þí ìðïñåß íá ìåëåôçèåß ç ìåèïäïëïãßá ãéá ôçí ðñáêôéêÞ
åýñåóç åëá÷ßóôùí ESCT åêöñÜóåùí ãéá óõíáñôÞóåéò ìå âÜñïò ìåãáëýôåñï ôïõ 7 Þ ìå
ðåñéóóüôåñåò áðü 6 ìåôáâëçôÝò åéóüäïõ. Ç èåùñßá ôùí óõããåíþí üñùí, ðñïâëÝðïõìå,
üôé èá áðïôåëÝóåé èåìÝëéï ëßèï óôçí ðñïóðÜèåéá áõôÞ, áöïý äéáöáßíåôáé üôé åßíáé ï
óõíäåôéêüò êñßêïò ôçò èåùñßáò åëá÷éóôïðïßçóçò ESOP êáé ESCT åêöñÜóåùí. Åðßóçò
óçìáíôéêÞ èåùñïýìå ôçí ðñïóðÜèåéá åíïðïßçóçò ôçò èåùñßáò åëá÷éóôïðïßçóçò ESOP
êáé ESCT åêöñÜóåùí.

Ðïëý óçìáíôéêÞ åßíáé åðßóçò ç åýñåóç åîåëéãìÝíùí áëãïñßèìùí ãéá ôï ðñüâëçìá
ôçò áíáäéÜôáîçò ôùí ìåôáâëçôþí åéóüäïõ ðïõ èß÷èçêå ðñïçãïõìÝíùò. Ìéá êáëÞ
äéÜôáîç óôéò ìåôáâëçôÝò åéóüäïõ ìðïñåß íá ìåéþóåé äñáìáôéêÜ ôï ESCT âÜñïò ìéáò
ëïãéêÞò óõíÜñôçóçò êáèþò êáé ôïõò ÷ñüíïõò ðïõ áðáéôïýíôáé ãéá ôçí áíôßóôïé÷ç
ESCT åëá÷éóôïðïßçóç.

ÔÝëïò áíáðôý÷èçêå èåùñßá ãéá ESCT åëá÷éóôïðïßçóç ÷ñçóéìïðïéþíôáò êáíüíåò
óõã÷þíåõóçò. Áðü ôá ðñþôá ðåéñáìáôéêÜ áðïôåëÝóìáôá öáßíåôáé üôé ðñüêåéôáé ãéá
åîáéñåôéêÜ ãñÞãïñïõò êáé åëðéäïöüñïõò ìåôáó÷çìáôéóìïýò. Ðéóôåýïõìå üôé áëãü-
ñéèìïé ðïõ èá óôçñßæïíôáé óôïõò ðáñáðÜíù ìåôáó÷çìáôéóìïýò êáé óå Üëëïõò ðïõ
èá ðñïêýøïõí áðü ôçí ðåñáéôÝñù åîÝëéîç ôçò áíôßóôïé÷çò èåùñßáò, èá ðñïóöÝñïõí
óçìáíôéêÜ áðïôåëÝóìáôá.

9.1 Ðñïò ôçí åíïðïßçóç ôçò èåùñßáò åëá÷éóôïðïßçóçò åêöñÜóåùí
ESOP êáé ESCT

Ãíùñßæïõìå Þäç üôé ïé åêöñÜóåéò ESOP åßíáé õðïóýíïëï ôùí åêöñÜóåùí ESCT. Ôï
ðñþôï óçìáíôéêü óôïé÷åßï ãéá ôç ó÷Ýóç áíÜìåóá óôç èåùñßá åëá÷éóôïðïßçóçò ESOP
êáé ESCT ðñïêýðôåé áðü ôç óýãêñéóç ôçò ãåíéêÞò ìïñöÞò ìéáò ESOP Ýêöñáóçò:
f = xP1 ⊕ x̄P2 ⊕ P3 êáé ôç ãåíéêÞ ìïñöÞ ìéáò ESCT Ýêöñáóçò ðïõ äßíåôáé áðü ôï
Èåþñçìá 7. Ðáñáôçñåßôáé üôé ïé ðáñáðÜíù ìïñöÝò åßíáé "ïõóéáóôéêÜ" äéáöïñåôéêÝò
ìüíï üôáí ìéá õðïóõíÜñôçóç ôçò, ùò ðñïò ôç ìåôáâëçôÞ x, åßíáé óôáèåñÞ êáé ßóç
ìå 1. Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ ðñïêýðôåé ìéá ESCT Ýêöñáóç ãéá ôç óõíÜñôçóç f ðïõ
äåí Ý÷åé áíôßóôïé÷ç ESOP. Ðéï óõãêåêñéìÝíá ç åëÜ÷éóôç ESOP Ýêöñáóç Ý÷åé Ýíáí
ðåñéóóüôåñï üñï óå ó÷Ýóç ìå ôçí åëÜ÷éóôç ESCT Ýêöñáóç. Óå ïðïéáäÞðïôå Üëëç
ðåñßðôùóç, üðùò åßíáé åýêïëï íá áðïäåé÷èåß, êÜèå åëÜ÷éóôç ESCT Ýêöñáóç ôçò f èá
Ý÷åé êáé ìßá åëÜ÷éóôç ESOP Ýêöñáóç ðïõ èá áíÞêïõí óôçí ßäéá ãåííÞôñéá êëÜóç. Ôï
ãåãïíüò áõôü ÷ñçóéìïðïéÞèçêå ãéá ôç äçìéïõñãßá ôïõ áëãïñßèìïõ EW7MIN.

ÅðéðëÝïí, êáé ç ãåíéêåõìÝíç èåùñßá åëá÷éóôïðïßçóçò ESCT åêöñÜóåùí ìïéÜæåé
óå ìåãÜëï âáèìü ìå ôçí áíôßóôïé÷ç ãéá åëá÷éóôïðïßçóç ESOP åêöñÜóåùí. Êáé óôéò
äýï ðåñéðôþóåéò ç åýñåóç åëÜ÷éóôçò Ýêöñáóçò óõíïøßæåôáé óôçí åýñåóç êáôÜëëçëùí
åêöñÜóåùí (åëá÷ßóôùí Þ ìç) áðü ôéò õðïóõíáñôÞóåéò ïé ïðïßåò èá Ý÷ïõí üóï ôï
äõíáôüí ðåñéóóüôåñïõò ßäéïõò üñïõò (ëïãéêÜ ãéíüìåíá óôçí ðåñßðôùóç ôùí åêöñÜóåùí
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Åíüôçôá 9.1. ÐÑÏÓ ÔÇÍ ÅÍÏÐÏÉÇÓÇ ÔÇÓ ÈÅÙÑÉÁÓ ÅËÁ×ÉÓÔÏÐÏÉÇÓÇÓ ÅÊÖÑÁÓÅÙÍ ESOP ÊÁÉ ESCT

ESOP êáé óýíèåôïõò üñïõò óôçí ðåñßðôùóç ôùí åêöñÜóåùí ESCT). ÁðëÜ óôçí
ðåñßðôùóç ôùí åêöñÜóåùí ESCT èá ðñÝðåé óå êÜèå óôÜäéï ôçò åëá÷éóôïðïßçóç íá
ðáñÜãïíôáé êáé ïé áðáñáßôçôåò m-éóïäýíáìåò ìïñöÝò (ïé ïðïßåò äåí õðÜñ÷ïõí óôçí
ðåñßðôùóç ôçò ESOP åëá÷éóôïðïßçóçò).

Ôá ðáñáðÜíù ÷áñáêôçñéóôéêÜ åêöñÜæïíôáé, êáëýôåñá, ìÝóù ôçò èåùñßáò ôùí
óõããåíþí üñùí. Ç èåùñßá åëá÷éóôïðïßçóçò ìéáò ëïãéêÞò óõíÜñôçóçò, óôçí ðåñßðôùóç
áõôÞ, óõã÷ùíåýåé óõããåíåßò üñïõò, áíôß ãéá ßäéïõò (óôçí ðåñßðôùóç ôùí åêöñÜóåùí
ESOP).

Ç ðáñáðÜíù ðåñéãñáöÞ äåß÷íåé, ðñÜãìáôé, óçìáíôéêÝò ïìïéüôçôåò óôçí èåùñßáò
åýñåóçò åëá÷ßóôùí ESOP êáé ESCT åêöñÜóåùí ãéá ôõ÷áßá ëïãéêÞ óõíÜñôçóç. Äåí
áðïôåëåß üìùò éó÷õñü ôåêìÞñéï. Áðáéôåßôáé åðéðëÝïí Ýñåõíá þóôå ôá ðáñáðÜíù íá
èåìåëéùèïýí èåùñçôéêÜ. Ç áñ÷Þ ôçò ðáñáðÜíù Ýñåõíáò èá ìðïñïýóå íá åßíáé ç åýñåóç
ôùí ðåñéðôþóåùí êáôÜ ôéò ïðïßåò ç èåùñßá åßíáé áêñéâþò ßäéá êáé óôéò äýï ðåñéðôþóåéò.
ÄçëáäÞ íá âñåèïýí ïé ðåñéðôþóåéò óôéò ïðïßåò ôï ESCT âÜñïò åßíáé ßäéï ìå ôï ESOP.
Ìéá åéêáóßá, áðü ôç ìåñéÜ ìáò, åßíáé üôé ôï ðáñáðÜíù óõìâáßíåé üôáí ç óõíÜñôçóç
åéóüäïõ äåí Ý÷åé êáèüëïõ óôáèåñÝò 1 õðïóõíáñôÞóåéò ìÝóá óôï äÝíôñï ãåííÞôñéÜ ôçò.
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ÐáñÜñôçìá A

Øåõäïêþäéêáò õëïðïéçèÝíôùí
áëãïñßèìùí

Óôçí åíüôçôá áõôÞ ðáñïõóéÜæåôáé ï øåõäïêþäéêáò ôùí ðåñéóóïôÝñùí áðü ôïõò
áëãïñßèìïõò ðïõ õëïðïéÞèçêáí óôá ðëáßóéá ôçò äéáôñéâÞò áõôÞò. Ðáñïõóé-
Üæïíôáé ïé áëãüñéèìïé Min1, Min2, EMin1, XMin6, VRORDER, EW7MIN

êáé MIN2-EW7MIN.

A.1 Áëãüñéèìïò Min1

Algorithm 2: Min1(f : Switching function in minterm formulation) returns
(Min Expr of f)

ETDD: Ternary tree;
Expr(f): List of expressions for f;
begin

ETDD=Generate ETDD(f);
Expr(f)=Minimize(ETDD);
return Expr(f);

end
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Algorithm 3: Generate ETDD(f : Switching function in minterm formulation)
returns Ternary Tree

f0, f1, f2: Switching function in minterm formulation;
CurNode: Ternary tree node;
begin

Assign f to the current ETDD node (CurNode);
if f is a 2-variable switching function then

return;
endif
From the remaining variable support, produce f0, f1 and f2 (as the XOR-
sum of the �rst two) for the most signi�cant variable;
CurNode→ f0Node=Generate ETDD(f0);
CurNode→ f1Node=Generate ETDD(f1);
CurNode→ f2Node=Generate ETDD(f2);

end

Algorithm 4: Minimize(input: produced ETDD) returns (Expr(ETDD→ f))

f0, f1, f2: Switching function in minterm formulation;
CurNode: Ternary tree node;
Expr(f): List of expressions for f;
Cascade: Array of Maitra Cells;
EquivForms: List of expressions for f;
begin

/* f is the function assigned to the current ETDD node (CurNode); */
if f is a 2-variable switching function then

/* f is cascade realizable */
Cascade=Find Cascade for f (Look up table);
Expr(f) = Cascade;
return Expr(f);

endif
f0=CurNode→ f0;
f1=CurNode→ f1;
f2=CurNode→ f2;
Expr(f0)=Minimize(CurNode→ f0Node);
Expr(f1)=Minimize(CurNode→ f1Node);
Expr(f2)=Minimize(CurNode→ f2Node);
if f0 OR f1 OR f2 is constant then

return
ConstSubFunc(Expr(f0, f1, f2));

endif
Expr(f)=ExpansionExpr(Expr(f0,f1,f2));
for every expression E in Expr(f) do

EquivForms=Produce m-equivalent forms of E;
Expr(f)=Expr(f)

⋃
EquivForms;

endfor
return Expr(f);

end
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Algorithm 5: ExpansionExpr(input: Expr(f0, f1, f2)) returns Expr(f)

cell1, cell2, LastCell1, LastCell2, LastCell3: Maitra Cell;
f1, f2, fi: Function in minterm formulation;
Expr(f), Expr1, Expr2: List of expressions for a function;
E1, E2, MergedTerms, Removed: Expression of f;
P1
n, P1

n−1, P2
n, P2

n−1, P3
n: Array of Maitra cells;

begin
for every decomposition - Shannon, Dav+, Dav- do

cell1=Normalized cell index for 1st normalized term;
f1=Subfunction for 1st normalized term;
cell2=Normalized cell index for 2nd normalized term;
f2=Subfunction for 2nd normalized term;
for fi in f0; f1; f2 do

if needed Expr(f̄i) then
for E1 in Expr(fi) do

Expr(f̄i)=Expr(f̄i)
⋃

(E1 by complementing odd number
of complex terms);

endfor
endif

endfor
Expr1=Expr(AssignCells(f1, cell1));
Expr2=Expr(AssignCells(f2, cell2));
for every expression E1 in Expr1 do

for every expression E2 in Expr2 do
MergedTerms = Removed = �;
for every term P1

n in E1 do
for every term P2

n in E2 do
LastCell1=Last cell of P1

n;
LastCell2=Last cell of P2

n;
P1
n−1=P1

n - LastCell1;
P2
n−1=P2

n - LastCell2;
if P1

n−1=P2
n−1 OR P 1

n−1=P 2
n−1 then

endif
LastCell3 = Merge of LastCell1, LastCell2 according to
Lemma 3;
P 3
n−1 = P 1

n−1 or P 1
n−1 according to Lemma 3;

P 3
n = P 3

n−1 + LastCell3;
MergedTerms=MergedTerms

⋃
P 3
n ;

Add P 1
n , P 2

n to Removed;
endfor

endfor
NewExpr=Terms(MergedTerms)

⋃
Terms(E1)

⋃
Terms(E2) -

Terms(Removed);
Expr(f)=Expr(f)

⋃
NewExpr;

endfor
endfor

endfor
return Expr(f);

end
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Algorithm 6: AssignCells(input: Expr(f), input: CellIndex) returns (Expr(f))

Expr(f): List of expressions for a function;
begin

for every expression of f in Expr(f) do
Produce all possible combinations of cells, which result in cell of index
CellIndex, and add the corresponding cells to the end of each term
according to Lemma 2;

endfor
return (Expr(f));

end

Algorithm 7: ConstSubFunc(input: Expr(f0, f1, f2)) returns Expr(f)

begin
if f0 = 0 then

return Expr(AssignCells(f1, 4));
endif
else

if f0 = 1 then
return Expr(AssignCells(f1, 2));

endif
if f1 = 0 then

return Expr(AssignCells(f0, 3));
endif
else

if f1 = 1 then
return Expr(AssignCells(f0, 1));

endif
if f2 = 0 then

return Expr(AssignCells(f0, 6));
endif
else

if f2 = 1 then
return Expr(AssignCells(f0, 5));

endif
end
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A.2 Áëãüñéèìïò Min2

Algorithm 8: Min2(input: Switching function f expressed as a set of complex
terms, Number of Iterations) returns (Min Expr of f)

output, 5Terms, NewTerms, Expr(f): Expression of f; in minterm formula-
tion;
loop: integer;
ETDD: Ternary tree;
begin

output=input;
loop=0;
while loop < Number of Iterations do

5Terms=Pick 5 random terms from output;
output=output−5Terms;
Expr(f) = Min1(5Terms);
NewTerms=Pick randomly an expression from Expr(f);
output=output∪ NewTerms;
loop++;

endw
return output;

end
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A.3 Áëãüñéèìïò EMin1

Algorithm 9: EMin1(f: Switching function in minterm formulation) returns
(Min Expr of f)

ETDD: Ternary tree;
Expr(f): List of expressions for f;
begin

ETDD=Generate ETDD(f);
Expr(f)=Minimize(ETDD);
return Expr(f);

end

c©ÄçìÞôñéïò Âïõäïýñçò - Åëá÷éóôïðïßçóç åêöñÜóåùí "áðïêëåéóôéêïý Þ" 160



Algorithm 10: E Minimize(input produced ETDD) returns Expr(f)

f0, f1, f2: Switching function in minterm formulation;
CurNode: Ternary tree node;
Expr(f): List of expressions for f;
Cascade: Array of Maitra Cells;
EquivForms: List of expressions for f;
begin

/* f is the function assigned to the current ETDD node (CurNode); */
if f is a 2-variable switching function then

/* f is cascade realizable */
Cascade=Find Cascade for f (Look up table);
Expr(f) = Cascade;
return Expr(f);

endif
f0=CurNode→ f0;
f1=CurNode→ f1;
f2=CurNode→ f2;
Expr(f0)=Minimize(CurNode→ f0Node);
Expr(f1)=Minimize(CurNode→ f1Node);
Expr(f2)=Minimize(CurNode→ f2Node);
if f0 OR f1 OR f2 is constant then

return
ConstSubFunc(Expr(f0, f1, f2));

endif
Expr(f)=∅;
for every expression pair (E1; E2) belonging to couples
(Expr(f0),Expr(f1)),(Expr(f0),Expr(f2)),(Expr(f1),Expr(f2)) do

NewExpr= ∅;
by products= ∅;
commons= ∅;
for term K1 in E1 AND term K2 in E2 do

if K1;K2 are relatives then
by products ∪(K1 ⊕K2);
commons∪K1 OR commons∪K2;

endif
endfor
NewExpr = (E1 ∪ E2⊕ by products) OR NewExpr = (E1 ∪ E2⊕
by products); /* use shannon and davio expansion only */
if Number Of Terms(NewExpr) < Number of Terms(Expr(f)) then

Expr(f) = NewExpr;
endif
else

if Number Of Terms(NewExpr) = Number of Terms(Expr(f))
then

Expr(f) ∪ NewExpr;
endif

endif
endfor
return Expr(f);

end
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A.4 Áëãüñéèìïò XMin6

Algorithm 11: XMin5(f : Switching function of 5 vars in minterm formulation)
returns (weight of f , k1; k2; k3 functions)

f0; f1; f2: subfunctions of f .
W4: Table with pre-computed weights of all 4-var switching functions.
w1,w, initial: int
begin

if f0; f1; f2 = 0; 1 then
return weight of non-constant subfunction, k1=non constant
subfunction,k2=constant subfunction,k3 = 0;

endif
end
initial = w = MIN(w(f0) + w(f1); w(f1) + w(f2); w(f0) + w(f2));
// fi; fj are the subfunction which give w
k1 = fi
k2 = fj
k3 = 0
for K in (all 4-var cascades)) do

g0 = f0 ⊕K;
g1 = f1 ⊕K;
g2 = f2 ⊕K;
w1 = MIN(W4(g0) + W4(g1) + 1;W4(g0) + W4(g2) + 1;W4(g2) +
W4(g1) + 1); // w(K)=1
if initial − w1 ≥ w(K) then

w=w1;
// gi; gj are two of g0; g1; g2 that ful�ll the previous condition
k1 = gi
k1 = gj
k3 = K
break for loop;

endif
endfor
return w, k1; k2; k3;
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Algorithm 12: XMin6(f : Switching function of 6 vars in minterm formulation)
returns (weight f , k1; k2; k3 functions)

f0; f1; f2: subfunctions of f .
w1,w,initial: int
begin

if f0; f1; f2 = 0; 1 then
return weight of non-constant subfunction,k1=non constant
subfunction,k2=constant subfunction,k3 = 0;

endif
end
initial=w=MIN(XMin5(f0)+XMin5(f1), XMin5(f1)+XMin5(f2),
XMin5(f0)+XMin5(f2));
// fi; fj are the subfunction which give w
k1 = fi
k2 = fj
k3 = 0
for g in (all 5-var funcs with weight ≤ b(w − 1)=3c) do

g0 = f0 ⊕ g;
g1 = f1 ⊕ g;
g2 = f2 ⊕ gX;
w1=MIN(XMin5(g0)+XMin5(g1)+w(g), XMin5(g0)+XMin5(g2)+w(g),
XMin5(g2)+XMin5(g1)+w(g));
if w1 < w then

w=w1;
// gi; gj are two of g0; g1; g2 that ful�ll the previous condition
k1 = gi
k1 = gj
k3 = g

endif
if (initial − w1 ≥ w(g)) */ then

break for loop;
endif

endfor
return w, k1; k2; k3;
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A.5 Áëãüñéèìïò VRORDER

Algorithm 13: VRORDER pseudocode

VRORDER(f : Initial variable ordering of a switching function)
returns (gain of f)
f0; f1; f2: subfunctions of f .
currentlevel: int
f0; f1; f2: subfunctions of f
W4: Table with pre-computed weights of all single-output 4-input switching
functions.
MAXWEIGHT: Maximum weight of any single-output 4-input switching
functions = 3.
begin

if f.NumberOfVariables < 4 then
return ERROR; /* for switching functions of less than 4-variables we
know the weight and the best ordering */

endif
/* The gain is bigger if f has smaller weight*/
if f.NumberOfVariables = 4 then

return MAXWEIGHT - W4[f ];
endif
if f0 IS CONSTANT OR f1 IS CONSTANT OR f2 IS CONSTANT
then

return 3currentlevel−4

endif
return MAX(VRORDER(f0)+VRORDER(f1),
VRORDER(f0)+VRORDER(f2), VRORDER(f1)+VRORDER(f2));

end
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A.6 Áëãüñéèìïò EW7MIN

Algorithm 14: EW7MIN(f : ESCT epxr of Switching function) returns (Min
Expr of f)

ETDD: Ternary tree;
Expr(f): List of expressions for f;
begin

ETDD=Generate ETDD(f);
Expr(f)=EW7 Minimize(ETDD);
return Expr(f);

end

Algorithm 15: XOR MERGE(input: fi; fj ; g)

begin
newfunc = fj ⊕ gj
NewExprs = EW7Min(newfunc);
Merge(Expr(f), NewExprs, w(fi ⊕ gj) + w(fj ⊕ gj) + w(gj));

end

Algorithm 16: Merge(Expr1: ESCT expressions, Expr2: ESCT expressions,
w)

begin
if NrTerms(Expr1) < w then

return Expr2;
endif
if NrTerms(Expr1) = w then

return Expr1 ∪ Expr2;
endif
return Expr1;

end
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Algorithm 17: EW7 Minimize(input: produced ETDD) returns
(Expr(ETDD→ f))

f0, f1, f2: Switching function in minterm formulation;
CurNode: Ternary tree node;
Expr(f): List of expressions for f;
Cascade: Array of Maitra Cells;
EquivForms: List of expressions for f;
begin

level = current level in the tree;
/* f is the function assigned to the current ETDD node (CurNode); */
if f is a 2-variable switching function then

/* f is cascade realizable */
Cascade=Find Cascade for f (Look up table);
Expr(f) = Cascade;
return Expr(f);

endif
f0=CurNode→ f0;
f1=CurNode→ f1;
f2=CurNode→ f2;
Expr(f0)=Minimize(CurNode→ f0Node);
Expr(f1)=Minimize(CurNode→ f1Node);
Expr(f2)=Minimize(CurNode→ f2Node);
if f0 OR f1 OR f2 is constant then

if f0 OR f1 OR f2 = 1 then
ConstLevel

level

= true;
endif
return
ConstSubFunc(Expr(f0, f1, f2));

endif
Expr(f)=ExpansionExpr(Expr(f0,f1,f2));
XORSUMS(ETDD, currentnode);
for every expression E in Expr(f) do

if ConstLevel
level

= true then
EquivForms=Produce m-equivalent forms of E;

endif
Expr(f)=Expr(f)

⋃
EquivForms;

endfor
return Expr(f);

end
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Algorithm 18: XORSUMS(input: ETDD, current ETDD NODE) returns
(Expr(ETDD→ f))

begin
f is the func of the ETDD NODE;
w(f)=current weight of f;
for gi; gj terms in couples (Expr(f0),Expr(f1)), (Expr(f0),Expr(f2)),
(Expr(f2),Expr(f1)) do

/* fi the chosen subfunction and its associated gi terms */
/* fj the chosen subfunction and its associated gj terms */
if w(f) = 4 then

w(gi) = w(gj) = 1;
XOR MERGE(fi; fj ; gj);
XOR MERGE(fi; fj ; gi);

endif
if w(f) = 5 then

w(gi) = w(gj) = 1;
if w(fi) = 3 AND w(fj) = 2 then

XOR MERGE(fi; fj ; gj);
XOR MERGE(fi; fj ; gi);

endif
if w(fi) = 1 AND w(fj) = 4 then

XOR MERGE(fi; fj ; gj);
endif
if w(f) > 7 then

if w(fi) = 6 AND w(fj) = 2 then
w(gi) = w(gj) = 1;
XOR MERGE(fi; fj ; gj);

endif
if w(fi) = 4 AND w(fj) = 4 then

w(gi) = w(gj) = 2;
XOR MERGE(fi; fj ; gj);
XOR MERGE(fi; fj ; gi);

endif
if w(fi) = 3 AND w(fj) = 5 then

w(gi) = w(gj) = 2;
XOR MERGE(fi; fj ; gj);

endif
endif

endif
endfor

end
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A.7 Áëãüñéèìïò Min2-EW7MIN

Algorithm 19: Min2-EW7Min(input: ESCT Expression, Number of Iterations)
returns (Expr of f)

output, Terms, NewTerms, Expr(f): Expression of f; in minterm formulation;
loop: integer;
NrTERMS: {2-7};
ETDD: Ternary tree;
begin

output=input;
loop=0;
while loop < Number of Iterations do

Terms=Pick NrTerms random terms from output;
output=output−Terms;
Expr(f) = EW7Min(Terms);
NewTerms=Pick randomly an expression from Expr(f);
output=output∪ NewTerms;
loop++;

endw
return output;

end
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ÐáñÜñôçìá B

Ðßíáêáò Åëëçíï-Áããëéêþí üñùí

ESCT Exclusive or Sum of Complex Terms -
¢èñïéóìá "áðïêëåéóôéêïý Þ" áðü óýíèåôïõò üñïõò.

ESOP Exclusive or Sum Of Products -
¢èñïéóìá "áðïêëåéóôéêïý Þ" áðü ëïãéêÜ ãéíüìåíá.

MVESOP MultiValued Exclusive or Sum Of Products -
¢èñïéóìá "áðïêëåéóôéêïý Þ" áðü ëïãéêÜ ãéíüìåíá ðïõ Ý÷ïõí
ôçí ðñþôç ìåôáâëçôÞ ðïëý-ôéìç.

Maitra Cell Êýôôáñï Maitra.
XOR eXclusive OR - ËïãéêÞ ðñÜîç "áðïêëåéóôéêïý Þ".
dc function Don't Care function - Áôåëþò ïñéóìÝíç óõíÜñôçóç.
ON set Ôï óýíïëï ôùí åëá÷éóôüñùí ôçò óõíÜñôçóçò ãéá ôéò ïðïßåò

áõôÞ Ý÷åé ôéìÞ 1.
OFF set Ôï óýíïëï ôùí åëá÷éóôüñùí ôçò óõíÜñôçóçò ãéá ôéò ïðïßåò

áõôÞ Ý÷åé ôéìÞ 0.
DC set Ôï óýíïëï ôùí åëá÷éóôüñùí ôçò óõíÜñôçóçò ãéá ôéò ïðïßåò

áõôÞ äåí ïñßæåôáé
Benchmark function ÔõðïðïéçìÝíç ÓõíÜñôçóç Ìåôñïðñüãñáììá.
Reversible Gate/Circuit ÁíôéóôñÝøéìç ðýëç/êýêëùìá.
Quantum Êâáíôéêüò - êâáíôéêÜ êõêëþìáôá ðïõ Ý÷ïõí ùò

âÜóç ðëçñïöïñßáò ôï qubit.
CMOS Complementary Metal-Oxide Semiconductor (transistor type) -

Ôå÷íïëïãßá êáôáóêåõÞò ïëïêëçñùìÝíùí êõêëùìÜôùí.
FPGA Field Programmable Gate Array -

Ôå÷íïëïãßá ïëïêëçñùìÝíùí êõêëùìÜôùí ðïõ åðéôñÝðïõí
ôïí åýêïëï åðáíáðñïãñáììáôéóìü ôïõò.

ASIC Application-Speci�c Integrated Circuit -
Ôå÷íïëïãßá ïëïêëçñùìÝíùí êõêëùìÜôùí åîåéäéêåõìÝíùí
ãéá êÜðïéá óõãêåêñéìÝíç åöáñìïãÞ.
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